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Введение

Диссертация посвящена исследованию симметрий Т- и U-дуальности в
теории струн и М-теории и их проявлений в динамике мембран и свой-
ствах решений супергравитации. Инвариантность суперструны (мембраны)
относительно действия преобразований Т(U)-дуальности возникает при рас-
смотрении динамики на фоне пространств с компактными циклическими
направлениями. В простейшем случае, суперструна на фоне пространства с
одним компактным направлением не различает замену радиуса компактно-
го направления на обратный ему с одновременной заменой мод намотки на
моды импульса и наоборот. В диссертации описывается теоретико-полевой
формализм, обобщающий конструкцию десятимерной (одиннадцатимерной)
супергравитации, в котором симметрии Т(U)-дуальности имеют геометри-
ческую природу и связаны с преобразованиями специально построенного
расширенного пространства. Изучаются приложения формализма к динами-
ке p-бран теории струн и М-теории, размерным редукциям, генерированию
новых решений супергравитации.

Симметрии физических систем, особенно имеющие геометрическую
природу, являются одним из основных принципов, позволяющих получать
информацию о динамике систем, в том числе непертурбативной. Особен-
ную ценность представляют симметрии систем, отражающие дуальности
— такие преобразованиясистемы, меняющие формализм, но оставляющие
физику неизменной. По видимому, наиболее известным примером такой
дуальности является АдС/КТП соответствие, устанавливающее эквивалент-
ность описания явлений в калибровочной теории при сильной связи и теории
супергравитации при слабой связи. Предметом исследований данной дис-
сертации являются особые симметрии, Т- и U-дуальности, возникающие в
теории струны на фоне пространств с компактными циклическими направле-
ниями. Прямое вычисление показывает, что производящий функционал для
струны на таком фоне инвариантен относительно преобразований фоновой
метрики, 2-формы Калба–Рамона и дилатона, называемых преобразованиями
Бушера [1, 2, 3, 4]. Такая симметрия, Т-дуальность, может быть проверена в
любом порядке по теории возмущений, позволяя утверждать, что квантовая
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суперструна на фоне 𝑑-мерного тора симметрична относительно действия
группы O(𝑑,𝑑;ℤ).

Кроме Т-дуальности, являющейся пертурбативной симметрией, т.е. на-
блюдаемой в каждом порядке теории возмущений отдельно, суперструна
обладает непертурбативными симметриями. Например, суперструна типа IIB
инвариантна относительно S-дуальности, связывающей режим слабой и силь-
ной связи теории. Преобразования T- и S-дуальности являются отдельными
примерами преобразований U-дуальности, понимаемой как симметрия супер-
мембраны. В работе [5] было впервые замечено, что супермембрана является
более естественным описанием динамики теории струн в пределе сильной
связи. Фоновое пространство струны выглядит десятимерным только в пер-
турбативном разложении, тогда как в пределе большой константы связи 𝑔𝑠

спектр солитонов и симметрии теории указывают на существование одинна-
дцатого измерения радиуса 𝑅11 = 𝑔

2/3
𝑠 . Полная теории струн в таком случае

описывается динамикой двумерных супермембран, фоновое пространство ко-
торых оказывается одиннадцатимерным почти всюду в пространстве модулей
вакуумов. При этом только отдельные вакуумы являются десятимерными, что
соответствует размерной редукции одиннадцатимерной супергравитации на
окружность. Чтобы избежать путаницы такая теория в точках пространства
модулей, соответствующих одиннадцатимерному пространству, называется М-
теорией, тогда как она же в точках с десятимерным фоновым пространством
обычно называется теорией струн. Поскольку 𝑅11 → 0, такие точки соответ-
ствуют пертурбативному описанию струны.

Так же как и Т-дуальность струны, преобразования U-дуальности трех-
мерной сигма-модели на пространстве с циклическими компактными на-
правлениями перемешивают моды намотки мембраны с модами импульса
и одновременно изменяют фоновые метрику и калибровочный потенциал,
задаваемый 3-формой [6]. В пределе низких энергий U-дуальность супер-
мембраны проявляется в виде симметрий максимальных супергравитаций в
размерностях 𝐷 < 11. В классических работах [7, 8] было показано, что
уравнения движения супергравитации с максимальной суперсимметрией в
размерности 11 − 𝑑 может быть записано в виде, ковариантном относитель-
но группы U-дуальности 𝐸𝑑(𝑑), максимально некомпактной формы группы
𝐸𝑑. При этом солитонные решения уравнений движения супергравитации,
соответствующие фундаментальным 𝑝-бранам теории струн, преобразуются
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нетривиальным образом. В зависимости от направления, в котором произ-
водится преобразование дуальности, такие браны могут быть самодуальны
или отображаться в другие браны, в том числе т.н. экзотические (нестан-
дартные) браны. Простейшими примерами экзотических бран можно считать
KK5-монополь, являющийся образом NS5-браны при Т-дуальности вдоль на-
правления перпендикулярного мировому объему браны, и (𝑝,𝑞) 7-браны,
образующие мультиплет под действием группы S-дуальности SL(2).

В отличие от стандартных бран, взаимодействующих с калибровочными
потенциалами, заданными p-формами, экзотические браны взаимодействуют
с потенциалами, заданными тензорами смешанной симметрии [9]. Поскольку
такие потенциалы отсутствуют в стандартном формализме супергравитации,
солитонные решения уравнений супергравитации, соответствующие экзо-
тическим бранам, с необходимостью оказываются представлены полевыми
конфигурациями с нетривиальными глобальными или локальными свойства-
ми. Например, KK5-монополь не является асимптотически плоским решением,
вместо этого являясь десятимерным обобщением многообразий типа Taub-
NUT. Более экзотический пример предоставляет образ КК5-монополя при
Т-дуальности вдоль направления, перпендикулярного его мировому объему,
обычно называемый 52

2-браной. Метрика и поле Калба–Рамона соответству-
ющего солитонного решения определены глобально только с точностью до
преобразований Т-дуальности, выступающих здесь в роли функций склейки
карт [10].

Несмотря на такую особенность, экзотические браны являются не бо-
лее экзотичными для теории струн и М-теории объектами, чем знакомые NS
и D-браны. В первую очередь потому, что формально существует бесконеч-
ное число различных экзотических бран в М-теории, тогда как стандартных
бран конечное число. Основнымже аргументом в пользу естественности таких
конструкций в супергравитации и реального существования таких объектов в
теории струн и М-теории является анализ спектра BPS состояний алгебры су-
персимметрии в 10 и 11 измерениях. Показано, что потенциалы смешанной
симметрии естественным образом появляются в алгебре суперсимметрии как
центральные заряды, при условии наличия изометрических направлений [11].
Более того, вследствие инвариантности струны относительно преобразований
Т-дуальности, физическая динамика струны на фоне, например, NS5-браны с
двумя изометрическими направлениями не отличается от таковой на фоне эк-
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зотической 52
2-браны с точностью до замены мод намотки на моды импульса

и наоборот.
В последнее время экзотические браны и соответствующие им соли-

тонные решения уравнений супергравитации вызывают интерес в связи с
приложениями к построению моделей струнной космологии, изучению вопро-
са термодинамики черных дыр, а также более фундаментальным вопросам
динамики струны на экзотических фоновых пространствах. Включение в
схемы размерной редукции экзотических бран позволяет улучшить карти-
ну стабилизации модулей за счет потоков полей напряженности смешанных
потенциалов в дополнение к стандартным потокам полей напряженности
R-R и NS-NS потенциалов, кривизны и кручения (см. например [12]). Важ-
но отметить, что в отличие от стандартных NS-NS и R-R полей определить
тензор напряженности для таких полей возможно только в линейном по-
рядке по потенциалу. Это связано с невозможностью провести процедуру
дуализации для смешанных потенциалов. Известным следствием является,
например, отсутствие нелинейного описания дуального гравитона. Учет вкла-
дов от экзотических бран в космологических моделях осуществляется обычно
в формализме калиброванных супергравитаций в размерности четыре (см.
например [13]). В таком подходе потоки напряженности NS-NS и R-R по-
лей вдоль нетривиальных циклов соответствующего 6-мерного компактного
многообразия описываются т.н. калиброваниями (gaugings), являющими-
ся ковариантными тензорами по отношению к группе T(U)-дуальности. Те
компоненты калибрований, которые нельзя описать в терминах потоков на-
пряженности полей 𝑝-форм, называются негеометрическими и считаются
аналогом потоков напряженности, но для смешанных потенциалов. Кроме
того, отдельные компоненты калибрований соответствуют тензорам кривиз-
ны и кручения компактного многообразия, и также не могут быть описаны
в терминах тензоров напряженности. По этой причине, такие объекты удоб-
нее называть флаксами (flux), не предполагая их описания в терминах тензора
напряженности. Такая терминология является общепринятой в англоязычной
литературе, и будет использована в тексте настоящей диссертации.

Предполагая верной концепцию струнного ландшафта и оставляя за рам-
ками обсуждения идею трясины физических теорий (swampland conjecture),
можно считать, что все рассматриваемые космологические модели долж-
ны быть результатом некой схемы размерной редукции теории струн. Такое
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предположение имеет важные следствия, а именно, поскольку Т-дуальность
является симметрией теорией струн во всех порядках теории возмущений,
рассмотрение конфигураций негеометрических флаксов Т-дуальных геомет-
рическим конфигурациям не может описывать новую физику. В частности,
такие схемы не могут стабилизировать больше скалярных модулей, чем
стандартные подходы. В связи с этим большой интерес вызывают т.н. ис-
тинно негеометрические флаксы: такие, которые не принадлежат орбите
T(U)-дуальности, содержащей конфигурацию только с геометрическими флак-
сами. Такие флаксы с необходимостью появляются в теориях калиброванных
супергравитаций, но при этом не могут быть получены преобразованиями
дуальности стандартных схем размерной редукции. Однако, такие истинно
негеометрические размерные редукции могут быть последовательно описаны
в рамках обобщенных теорий поля, являющихся предметом исследования на-
стоящей диссертации.

Мощным инструментом анализа пространства вакуумов струны являет-
ся непосредственное изучение двумерных сигма-моделей и их свойств симмет-
рии. Например, анализируя сигма-модель для суперструны Грина–Шварца на
пространстве AdS5 × 𝕊5 было обнаружено семейство деформаций фонового
пространства, сохраняющих интегрируемость изначальной сигма-модели[14].
Такие деформации параметризуются постоянным антисимметричным тен-
зором второго ранга 𝑟, а условием сохранения интегрируемости является
выполнение классического уравнения Янга-Бакстера для такой 𝑟-матрицы.
Неожиданным результатом является то, что в отдельных случаях соответству-
ющее фоновое пространство не может быть интерпретировано как решение
уравнений десятимерной супергравитации [15]. Вместо этого оно являет-
ся T-дуальным полевой конфигурации с дилатоном, линейно зависящим от
координаты, вдоль которой производится преобразование [16]. Оставаясь са-
мосогласованным фоном для двумерной суперсимметричной сигма-модели,
такая конфигурация не может быть описана в рамках стандартной супер-
гравитации, однако естественным образом интепретируется в формализме
обобщенных теорий поля. Специальным случаем такого описания является
т.н. обобщенная супергравитация, уравнения которой были впервые сформу-
лированы в работе [17].

Цели и задачи.
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Основная цель диссертации — исследование пространства вакуумов
теории струн и М-теории, их свойств относительно преобразований T(U)-
дуальности. В диссертации рассматривается широкий класс фоновых про-
странств для струны и мембраны, в том числе не являющихся решениями
уравнений супергравитации. Как показано в работе, такие негеометриче-
ские конфигурации следует рассматривать наравне с обычными решениями
уравнений супергравитации. Разработанные в основной части диссертации
методики и подходы, основанные на понятии обобщенного пространства, при-
меняются к изучению деформаций фоновых пространств сигма-моделей.

Основными задачами диссертации являются:
– разработка полевого формализма для полей супергравитации, кова-

риантного относительно симметрий T(U)-дуальности теории струн и
М-теории (двойная и исключительная теория поля);

– построение схем размерных редукции Шерка–Шварца исключитель-
ной теории поля, описание негеометрических флаксов в таких ре-
дукциях, интерпретация негеометрических калибрований в терминах
обобщенной размерной редукции;

– изучение решений уравнений движений дуальность-ковариантных по-
левых теорий, поиск и интерпретация решений в виде экзотических
черных бран;

– описание динамики экзотических и стандартных бран в формализме,
ковариантном относительно Т(U)-дуальности, явное построение дей-
ствий для таких объектов;

– интерпретация экзотических потенциалов в терминах тождеств Бьян-
ки двойной теории поля;

– поиск аналога неабелевой Т-дуальности для решений 11-мерной супер-
гравитации в рамках формализма исключительных алгебр Дринфель-
да, формулировка неабелевой U-дуальности, поиск явных примеров
такой дуальности;

– разработка метода генерирования деформированных решений десяти-
и одиннадцатимерной супергравитации на основе ковариантного фор-
мализма.

Научная новизна.
Полученные в диссертации результаты являются новым. Перечислим ос-

новные из них.
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– Построены исключительные теории поля для групп симметрии SL(5),
SO(5,5), а также суперсимметричное расширение теории с группой E6.
Предъявлены действия для всех полей теории: бозонных в случае тео-
рий с группами SL(5), SO(5,5) и фермионных до четвертого порядка в
случае теории с группой E6. Продемонстрировано, что ковариантный
формализм описывает стандартные 11-мерную супергравитацию и 10-
мерную супергавитацию типа IIB при определенной проекции. Для
суперсимметричной теории явно построены геометрическая и спино-
вая связности, предъявлены преобразования суперсимметрии для всех
полей теории.

– Построены размерные редукции Шерка–Шварца скалярного секто-
ра исключительных теорий поля с группами SL(5), SO(5,5), E6. В
явном виде получена связь между калиброваниями супергравита-
ций в размерностях 𝐷 = 7,6,5 соответственно и (обобщенными)
твистовыми матрицами. Показано, что действия рассматриваемых ис-
ключительных теорий при размерной редукции Шерка–Шварца точно
воспроизводят скалярный потенциал калиброванной супергравита-
ции. Предложена интерпретация негеометрических калибрований в
терминах (обобщенной) геометрии исключительных теорий поля.

– Найдены решения полевых уравнений двойной теории поля, соот-
ветствующие фоновым пространствам вокруг экзотических бран 5𝑏2 с
𝑏 = 2,3,4. Показано, что такие полевые конфигурации с необходимо-
стью зависят от дуальной координаты. При этом такая зависимость
является источником негеометричности решений в том смысле, что
найденные конфигурации не решают полевые уравнения обычной де-
сятимерной супергравитации. Показано, что в случае циклической
зависимости от дуальной координаты найденные решения соответ-
ствуют учету инстантонных поправок на мировом листе струне.

– Для экзотических бран М-теории, принадлежащих орбите KK6 мо-
нополя по действию группы U-дуальности SL(5), получены в явном
виде полевые конфигурации, являющиеся решениями уравнений ис-
ключительной теории поля. Такие конфигурации зависят от дуальных
координат. Для найденных решений вычислены компоненты флаксов
и показано, что они соответствуют экзотической бране 6(1,3).
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– Предложено ковариантное описание динамики стандартных и экзоти-
ческих бран теории струн с натяжением 𝑇 ∼ 𝑔−𝑎𝑠 с 𝑎 = 2,3,4. Описание
включает в себя ковариантное DBI действие для бран 5𝑏2 с 𝑏 = 0,1,2,3,4,
составляющих орбиту NS5-браны по действию группы Т-дуальности.

– Построено ковариатное действие Весса–Зумино, описывающее вза-
имодействие бран со смешанными потенциалами. Показано, что
D-браны естественным образом описываются как единый объект с
9+1-мерным мировым объемом, различные ориентации которого в
двойном пространстве проецируются в известные Dp-браны.

– Найдены примеры неабелевой U-дуальности решений 11-мерной су-
пергравитации. Предъявлено преобразование генераторов исключи-
тельной алгебры Дринфельда, всегда генерирующее решения.

– Разработан метод генерирования деформированных решений 10- и 11-
мерной супергравитации. В основу метода положена идея рассматри-
вать смешанные потенциалы двойной и исключительной теории поля
не как динамические поля, а как параметры деформации решений
стандартной супергравитации. В явном виде получены преобразования
фоновых полей 11-мерной супергравитации при тривекторных дефор-
мациях в рамках SL(5) теории.

Теоретическая и практическая значимость работы.
Построенные в диссертации исключительные теории поля предлагает

теоретико-полевое описание фоновых пространств для струны и мембраны,
ковариантное относительно симметрий T(U)-дуальности. Формализм единым
образом описывает одиннадцатимерную супергравитацию и десятимерные су-
пергравитации типа IIA/B. Являясь больше чем просто переформулировкой
известных теорий, формализм позволяет описывать фоновые пространства
струны и мембраны, недоступные в рамках стандартного подхода. Изучен-
ные в диссертации примеры решений полевых уравнений ковариантного
формализма показывают чувствительность двойной теорий поля к непертур-
бативным эффектам теории струн таким как инстантоны на мировом листе
струны.

В рамках размерной редукции Шерка–Шварца скалярного сектора ис-
ключительных теорий поля получена интепретация калибрований низко-
размерных теорий супергравитации в терминах (обобщенной) геометрии
фонового пространства полной теории. Явные выражения для тензора погру-
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жения в терминах твистовых матриц позволяют строить схемы размерных
редукций одиннадцатимерной супергравитации с негеометрическими флак-
сами. В том числе, с истинно негеометрическими флаксами. В литературе
показано, что в рамках данной конструкции удается обобщить понятие парал-
лелизуемых пространств, например, на случай сферы и рассматривать ее как
обобщенный твистованный тор.

Динамическими источниками негеометрических флаксов в схемах раз-
мерной редукции являются экзотические браны. Полученные в диссертации
действия для экзотических и стандартных бран теории струн, ковариантные
относительно преобразований Т-дуальности, описывают динамику фундамен-
тальных объектов, генерирующих фоновые пространства с негеометрические
флаксами. Известно, что в ориентифолдных схемах размерной редукции
с Dp-бранами ключевую роль играет условие сокращение диаграмм типа
головастик, определяющее заряд ориентифолда относительно R-R-полей.
Полученные в диссертации действия позволяют обобщить это условие на
негеометрические ориентифолдные конструкции и строить размерные редук-
ции самосогласованные на однопетлевом уровне (см. например [18]).

Построенный в диссертации формализм, описывающий бивекторные де-
формации решений полевых уравнений супергравитации, основан на двойной
теории поля. А именно, негеометрический потенциал β𝑚𝑛 рассматривается
как тензор деформации, а не как фундаментальная степень свободы теории.
Такой подход позволяет явно доказать, что деформации, пропорциональные
векторам Киллинга свернутым с 𝑟-матрицей, генерируют решения при усло-
вии выполнения классического уравнения Янга-Бакстера. Этот результат был
ожидаем, исходя из анализа отдельных примеров деформаций главных ки-
ральных двумерных сигма-моделей и сигма-моделей фактор-пространств в
работах других авторов. Предложенный в диссертации формализм является
более общим по следующим причинам.

– Позволяет описывать деформации любых решений, а не только груп-
повых многообразий и фактор-пространств.

– Не ограничивает выбор деформаций бикиллинговым анзацем, а поз-
воляет рассматривать любые бивекторные деформации, несводимые
к векторам Киллинга и 𝑟-матрице. Вопрос сохранения интегрируемо-
сти сигма-моделей при таких деформациях открыт и представляется
важным аспектом изучения пространства вакуумов струны.
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– Обобщается на случай исключительных теорий поля, а следователь-
но, деформаций решений 11-мерной супергравитации. В диссертации
найдены отдельные примеры таких деформаций.

Методология и методы исследования.
При построении исключительных теорий поля используется идея рас-

ширенного (удвоенного) пространства, восходящая к работам Фрадкина и
Цейтлина, и впоследствии развитая в работах Зигеля в приложении к струн-
ной теории поля, и в работах Хома, Хала и Цвибаха непосредственно в форме
двойной теории поля. Из более стандартных подходов используются мето-
ды дифференциальной геометрии, теории представлений алгебр Ли и методы
теории суперсимметрии. Конкретно метод построения теорий, ковариантных
относительно U-дуальности, основан на идеях, предложенных в работах [19]
и более ранних работах [20, 21, 22, 23, 24].

Ключевым понятием, обеспечившим возможность удвоения пространст-
ва-времени, является симметрия между модами импульса и модами намотки
струны на торическом фоне. Понимая правые и левые гармоники как неза-
висимые координаты, сумму и разность правых и левых функций вложения
мирового листа замкнутой струны в объемлющее пространство можно рас-
сматривать независимо. Условие совпадения уровней в таком случае будет до-
полнительным условием, накладываемым на все функции на таком удвоенном
пространстве. Оно обычно называется условием проекции (section condition),
поскольку проецирует динамику на стандартное пространство-время. Вектора
на таком обобщенном пространстве преобразуются в неприводимом представ-
лении группы Т-дуальности. Несмотря на то, что подобной картины вообще
говоря нет для супермембраны, понятие обобщенного пространства и усло-
вия проекции обобщаются и на случай групп U-дуальности с использованием
методов теории представлений и подсчета намоток мембран.

При построении размерных редукций исключительных теорий поля
и изучении негеометрических флаксов использовались методы размерной
редукцииШерка–Шварца. В этом подходе все расширенное пространство пред-
полагается внутренним, а твистовые матрицы обобщаются соответствующим
образом. Вследствие более широкой группы симметрии в схеме обобщенной
редукции Шерка–Шварца по сравнению со стандартной GL(d), полученные
твистовые матрицы описывают более широкое множество флаксов. Исполь-
зуя аналогии со стандартными методами дифференциальной геометрии, эти
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конструкции интерпретируются в терминах геометрии обобщенного про-
странства.

Задачи построения ковариантного действия для экзотических бран, на-
хождения решений уравнений исключительной теории поля, генерирования
деформаций решений супергравитации решаются в рамках методологии ис-
ключительной теории поля и с применением разработанного формализма.

Основные положения, выносимые на защиту:
На защиту выносятся следующие основные результаты
1. Построены теории (т.н. исключительные теории поля), предлагающие

формулировку одиннадцатимерной супергравитации ковариантную
относительно групп U-дуальности SL(5), SO(5,5), E6. Для теории с
группой симметрии E6 построено суперсимметричное обобщение. По-
казано, что можно выбрать решения условия проекции так, что
построенные теории эквивалентны стандартной одиннадцатимерной
супергравитации или десятимерной супергравитации типа IIB.

2. Построены редукции Шерка–Шварца скалярного сектора ис-
ключительных теорий поля с группами SL(5), SO(5,5), E6.
Продемонстрирована связь редуцированных теорий с максимальны-
ми супергравитациями с неабелевыми векторными мультиплетами в
размерности 𝐷 = 7,6,5 в формализме тензора погружения. Предложе-
на интерпретация компонент тензора погружения (калибрований) в
терминах твистовых матриц и геометрии обобщенного пространства.

3. Найдены решения полевых уравнений двойной теории поля, опи-
сывающие орбиту по действию группы Т-дуальности, содержащую
экзотические NS 5-браны в размерности 10. Для найденных решений
вычислены компоненты флаксов для смешанных потенциалов и по-
казано, что они генерируются экзотическими 5𝑏2-бранами с 𝑏 = 2,3,4.
Показано, что такие объекты локализуются в дуальном пространстве,
соответствующем модам намотки струн и мембран.

4. Построены эффективные действия для NS 5-бран, Dp-бран и эк-
зотических бран с натяжением 𝑔−3

𝑠 , ковариантные относительно
Т-дуальности. Построенные действия включают кинетическое DBI
действие (для NS 5-бран) и действие Весса–Зумино, описывающее
взаимодействие со смешанными потенциалами. Показано, что браны,
экзотические с точки зрения стандартной десятимерной суперграви-
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тации, могут пониматься как стандартные браны, особым образом
ориентированные в удвоенном пространстве.

5. Предложен общийформализм описания деформаций решений десяти-
мерной и одиннадцатимерной супергравитации типа Янга-Бакстера,
основанный на подходе исключительной теории поля. В явном виде
получены преобразования фоновых полей 11-мерной супергравита-
ции при тривекторных деформациях в рамках SL(5) теории.

6. Найден класс преобразований генераторов исключительной алгебры
Дринфельда, соответствующий внешнему автоморфизму алгебры U-
дуальности E𝑑(𝑑), сохраняющий ее структуру. Такие преобразования
генерируют дуальности решений 11-мерной супергравитации, являю-
щиеся обобщением неабелевой Т-дуальности 10-мерной теории. Най-
дены явные примеры таких неабелевых U-дуальностей, являющиеся
первыми примерами намбу–лиевой дуальности. Найдены примеры
поливекторных деформаций, реализованные намбу–лиевыми дуаль-
ностями.

Степень достоверности и апробация работы.
Результаты представлялись соискателем на отечественных и междуна-

родных конференциях и семинарах, в частности на семинарах ЛТФ ОИЯИ (г.
Дубна), кафедры теории относительности и гравитации института физики КФУ
(г. Казань), кафедры физики высоких энегий СПбГУ, отделения теоретической
физики ФИАН им. П.Н. Лебедева (г. Москва), лаборатории физики Высшей
Нормальной Школы (г. Лион, Франция), института Нордита (г. Стокгольм,
Швеция), университета им. Людвига Максимилиана (г. Мюнхен, Германия),
института теоретической физики (г. Сакле, Франция), отделения теоретиче-
ской физики факультета физики и астрономии университета г. Уппсалы (г.
Уппсала, Швеция), центра исследований теории струн школы физики и аст-
рономии университета Королевы Марии (г. Лондон, Великобритания), школы
физики корейского института передовых исследований (г. Сеул, Корея), груп-
пы квантовой гравитации и объединенных теорий института гравитационной
физики им. Макса Планка (г. Потсдам, Германия), на международных семи-
нарах “Кварки’18” (г. Санкт-Петербург), “Кварки’20” (Валдай), конференциях
SIS’18 (г. Ереван, Армения), QFTG’(14,16,18) (г. Томск), Nordic String Theory
Meeting’17 (г. Ганновер, Германия), 20th European Workshop on String Theory
(г. Майнц, Германия).
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Результаты находятся в соответствии с результатами, полученными дру-
гими авторами.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены
в 20 публикациях в реферируемых журналах. Вклад автора в полученные
результаты является определяющим.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, трёх
глав, заключения и двух приложений. Полный объём диссертации составляет
279 страниц, включая 8 рисунков и 20 таблиц. Список литературы содержит
271 наименование.
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Глава 1. T(U)-дуальность нелинейной сигма модели

1.1 Т-дуальность в теории струн

Т-дуальность является пертурбативной симметрией теории струн типа II
на фоне пространств с изометрией U(1)𝑛. Петурбативность симметрии означа-
ет, что ее можно наблюдать в каждом порядке струнной теории возмущений
отдельно и, в частности, в массовом спектре линейных возбуждений. Рассмот-
рим бозонную часть действия струны в формализме R-NS на фоне, заданном
некоторой метрикой 𝐺µν и полем Калба–Рамона 𝐵µν [25, 26]

𝑆𝑃 =

∫
𝑑τ𝑑σ

(︂√
−ℎℎ𝑎𝑏𝐺µν + ε𝑎𝑏𝐵µν

)︂
𝜕𝑎𝑋

µ𝜕𝑏𝑋
ν. (1.1)

Переменные σ𝑎 = {τ,σ} обозначают координаты на мировом листе струны,
ℎ𝑎𝑏 обозначает двумерную метрику. Вложение двумерного мирового листа в
объемлющее пространство задается 𝐷 функциями 𝑋µ(τ,σ), где греческие ин-
дексы принимают значения от 1 от 𝐷. Симметрии теории включают D-мерные
локальные координатные преобразования 𝑋′µ = 𝑋′µ(𝑋), репараметризации
на мировом листе σ′𝑎 = σ′𝑎(σ𝑎) и вейлевские преобразования ℎ′

𝑎𝑏
(σ𝑎) =

𝑒ω(σ)ℎ𝑎𝑏(σ𝑎). Вейлевская симметрия является неаномальной только при опре-
деленном выборе количества скалярных полей 𝑋µ(τ,σ), а именно 𝐷 = 26 для
бозонной струны и 𝐷 = 10 для струны, включающей фермионные поля. Бо-
лее детальное обсуждение вопросов квантования струны в формализме R-NS
можно найти в классических учебниках [27, 28] и в обзорах [29, 30].

Пусть теперь функции на мировом листе удовлетворяют периодическим
граничным условиям, то есть струна является замкнутой. Объемлющим про-
странством для простоты возьмем плоское пространство с одним компактным
направлением ℝ1,𝐷−2 × 𝕊1. Обозначим радиус окружности 𝑅 и положим поле
Калба–Рамона нулю, 𝐵µν = 0. Преобразования репараметризации на мировом
листе (2 параметра) и вейлевские преобразования (1 параметр) могут быть
использованы для приведения двумерной метрики ℎ𝑎𝑏 к диагональному виду
| |ℎ𝑎𝑏 | | = | |η𝑎𝑏 | | ≡ diag[1, − 1]. В итоге, действие принимает следующий вид:

𝑆 =

∫
𝑑τ𝑑σ η𝑎𝑏𝜕𝑎𝑋

µ𝜕𝑏𝑋µ. (1.2)
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При варьировании действия по скалярным полям 𝑋µ необходимо учитывать
граничные члены

δ𝑆 = −
∫

𝑑τ𝑑σ η𝑎𝑏δ𝑋µ𝜕𝑎𝜕𝑏𝑋µ +
∫

𝑑τ𝑑σ𝜕𝑎

(︂
η𝑎𝑏δ𝑋µ𝜕𝑏𝑋µ

)︂
= 0. (1.3)

Первое слагаемое дает стандартные уравнения Клейна–Гордона на скалярные
поля 𝜕𝑎𝜕𝑎𝑋µ = 0. Второе слагаемое является граничным вкладом и исчезает
при выборе периодических граничных условий:

𝑋 α̂(τ,σ + 2π) = 𝑋 α̂(τ,σ), for α̂ = 1, . . . ,𝐷 − 1
θ(τ,σ + 2π) = θ(τ,σ) + 2π𝑚𝑅, 𝑚 ∈ ℤ,

(1.4)

где компактная координата объемлющего пространства обозначена θ. Такие
граничные условия соответствуют замкнутой струне, намотанной на компакт-
ное направление 𝑚 раз.

Стандартно масса состояния струны определяется квадратом ее компо-
нент импульса вдоль некомпактных направлений α̂ = 1 . . . 𝐷 − 1, тогда как
оставшаяся компонента 𝑝θ вдоль компактного направления оказывается дис-
кретной и определяет массы калуца-клейновских состояний. Произвольное
состояние струны определяется действием вершинного оператора на ее ос-
новное состояние:

|ζ,𝑝⟩ =
∫

𝑑σΠ(ζ,𝑋µ)𝑒𝑖𝑝µ𝑋µ |0⟩, (1.5)

где Π(ζ,𝑋µ) обозначает некоторую комбинацию поляризации возбуждения
ζµ1...µ𝑛 и скалярных полей 𝑋µ. Явный вид этой комбинации неважен для на-
стоящего обсуждения. Квантование импульса следует из граничных условий
на фазовый множитель и имеет следующий вид:

𝑝θ =
2π𝑛
𝑅

. (1.6)

Наконец, полное выражение для массового спектра, зависящее от моды
имульса 𝑛 и моды намоток 𝑚, имеет вид

𝑀2 =
𝑛2

𝑅2 +
𝑚2𝑅2

α′2
+ 2(𝑁 + �̃� − 2), (1.7)

где 𝑁 и �̃� обозначают стандартный оператор числа частиц. Полученное выра-
жение для массового спектра явно инвариантно относительно замены радиуса
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компактного измерения 𝑅 на α′/𝑅 с дополнительной заменой мод намоток на
моды импульса и наоборот

𝑅←→ α′

𝑅
,

𝑚←→ 𝑛.

(1.8)

Это простое вычисление показывает, что замкнутая струна на фоне плос-
кого пространства с одним замкнутым направлением радиуса не различает
большие и малые радиусы, связанные преобразованием выше. Причем, пре-
образование заменяет моды намоток на моды импульса.

1.2 Правила Бушера

В рассмотренном простейшем случае поле Калба–Рамона было положено
равным нулю, а фоновая метрика была для простоты взята плоской. Одна-
ко, удается показать симметричность теории замкнутой струны относительно
преобразований Т-дуальности более общих, чем описанное выше обраще-
ние радиуса и замена мод намотки модами импульса. Такие преобразования
фоновых метрики 𝐺µν, калибровочного поля 2-формы 𝐵µν и дилатона φ на-
зываются правилами Бушера [1, 2, 3]. Ключевая идея вывода правил Бушера
состоит в том, что производящий функционал для замкнутой струны инвари-
антен относительно соответствующих преобразований фоновых полей. Сама
процедура состоит в добавлении лагранжевого множителя и взятии интегра-
ла по тем или иным полям, приводя к фоновым конфигурациям, связанным
друг с другом правилами Бушера.

Запишем действие струны (1.1) в конформной калибровке и зафиксиру-
ем выбор координат на мировом листе σ± = 1/2(τ ± σ) :

𝑆1[θ] =
∫

𝑑σ(𝐺 + 𝐵)µν𝜕+𝑋µ𝜕−𝑋ν =

=

∫
𝑑σ

(︂
𝐺θθ𝜕+θ𝜕−θ + 𝐸α̂θ𝜕+𝑋 α̂𝜕−θ + 𝐸θα̂𝜕+θ𝜕−𝑋 α̂+

+𝐸α̂β̂𝜕+𝑋
α̂𝜕−𝑋

β̂
)︂
,

(1.9)

где было введено обозначение 𝐸µν = 𝐺µν + 𝐵µν. Поскольку координата θ па-
раметризует окружность 𝕊1, действие инвариантно относительно глобальных
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𝑈 (1) преобразований θ′ = θ + ξ, где 𝑒𝑖ξ ∈ 𝑈 (1). Глобальная симметрия может
быть обращена в локальную путем введения длинной производной

𝐷θ = 𝑑θ + 𝐴, (1.10)

где калибровочное поле 𝐴 = 𝐴+𝑑σ+ + 𝐴−𝑑σ−. Для сохранения того же ко-
личества степеней свободы в теории, калибровочное поле следует положить
равным чистой калибровке, для чего в действие вводится член с лагранже-
вым множителем:

𝑆2[θ,λ] =
∫

𝑑σ(𝐺 + 𝐵)µν𝜕+𝑋µ𝜕−𝑋ν =

=

∫
𝑑σ

(︂
𝐺θθ𝐷+θ𝐷−θ + 𝐸α̂θ𝜕+𝑋 α̂𝐷−θ + 𝐸θα̂𝐷+θ𝜕−𝑋 α̂+

+𝐸α̂β̂𝜕+𝑋
α̂𝜕−𝑋

β̂ + λ𝐹+−
)︂
.

(1.11)

Интегрирование в производящем функционале по лагранжевому множителю
λ ограничивает интеграл по калибровочным полям конфигурациями, удовле-
творяющими 𝐹−+ = 0, то есть

𝐴+ = 𝜕+φ

𝐴− = 𝜕−φ.
(1.12)

Таким образом производящий функционал с действием 𝑆2[θ,λ] оказывается
равен таковому с изначальным действием 𝑆1[θ +φ]. Это показывает, что тео-
рии эквивалентны на квантовом уровне.

Альтернативно, оставим интеграл по λ, но возьмем явно интеграл по ка-
либровочным полям 𝐴. Такой интеграл является гауссовым и соответствует
решению классических уравнений на калибровочное поле, которые оказыва-
ются алгебраическими. Решение записывается в следующем виде:

𝐴+ =
1
𝐺θθ

𝜕+λ +
1
𝐺θθ

𝐸θα̂𝜕−𝑋
α̂

𝐴− = −
1
𝐺θθ

𝜕−λ +
1
𝐺θθ

𝐸α̂θ𝜕+𝑋
α̂.

(1.13)

Подставляя явно выражение для 𝐴+,𝐴− в действие 𝑆2[θ,λ] и фиксируя калиб-
ровку θ = 0, получим:

𝑆3[λ] =
∫

𝑑σ
(︂
𝐺′λλ𝜕+λ𝜕−λ + 𝐸′α̂λ𝜕+𝑋

α̂𝜕−λ + 𝐸′λα̂𝜕+λ𝜕−𝑋
α̂+

+𝐸′
α̂β̂
𝜕+𝑋

α̂𝜕−𝑋
β̂
)︂
.

(1.14)
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Это действие имеет такой же вид, что и изначальное действие 𝑆1[θ], причем
новые фоновые поля 𝐺′

λλ
, 𝐵′
λλ

связаны с изначальными следующим образом:

𝐺′λλ =
1
𝐺θθ

,

𝐸′λα̂ =
1
𝐺θθ

𝐸θα̂,

𝐸′α̂λ = −
1
𝐺θθ

𝐸α̂θ,

𝐸′
α̂β̂

= 𝐸α̂β̂ − 𝐸α̂θ
1
𝐺θθ

𝐸θβ̂.

(1.15)

Такие преобразования, определяющие связь эквивалентных с точки зрения
замкнутой струны фоновых полевых конфигураций, называются правилами
Бушера для преобразований Т-дуальности. Поскольку теории с действиями
𝑆1 и 𝑆3 эквивалентны теории с действием 𝑆2, они эквивалентны друг другу
и описывают одну и ту же физику. Важно отметить, что преобразования (1.15)
являются нелинейными и перемешивают компонентыметрики𝐺µν и калибро-
вочного поля Калба–Рамона 𝐵µν, а следовательно и локальные координатные
преобразования и калибровочные преобразования 𝐵′ = 𝐵 + 𝑑Λ.

В описании выше мы для простоты не учитывали преобразование меры
функционального интеграла при переходе к новой фоновой конфигурации. По-
следовательный учет однопетлевых вкладов показывает, что дополнительно к
(1.15) следует преобразовывать поле дилатона следующим образом

φ′ − 1
4 ln det 𝑔′ = φ − 1

4 ln det 𝑔. (1.16)

Легко видеть, что комбинация 𝑒−2𝑑 =
√
𝑔𝑒−2φ является Т-инвариантом, и в

дальнейшем поле 𝑑 будет называться инвариантным дилатоном.

1.3 Ковариантная запись уравнений струны и мембраны

Как было показано в предыдущем разделе, преобразование Т-дуальности
связывает действия двумерной сигма-модели 𝑆1[θ] и 𝑆3[λ], причем координа-
та λ играет роль лагранжева множителя для начального действия. Рассмотрим
теперь преобразование уравнений струны на фоне, задаваемом постоянны-
ми полями 𝐺µν, 𝐵µν, под действием Т-дуальности и покажем, что существует
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скрытая симметрия между уравнениями движения и тождествами Бьянки. А
именно, уравнения для скалярных полей 𝑋µ(σ,τ) на мировом листе струны
оказываются эквивалентными тождествам Бьянки для другого набора скаляр-
ных полей 𝑌µ(σ,τ). При этом, первые несут стандартный смысл координатных
функций вложения мирового листа струны в объемлющее пространство, а вто-
рые являются дуальными координатами. Соотношения между стандартными
и дуальными координатами приводит к понятию обобщенной метрики, игра-
ющей центральную роль в расширенных теориях поля.

Алгоритм, позволяющий выявить такие скрытые симметрии уравнений
двумерной сигма-модели, обычно называется процедурой Даффа [4, 6]. На
постоянном фоне уравнения для поля 𝑋µ(σ,τ), следующие из действия (1.1),
имеют вид закона сохранения 𝜕𝑎G̃𝑎µ = 0 некоторого тока

G̃𝑎µ =

(︂√
−ℎℎ𝑎𝑏𝐺µν + ε𝑎𝑏𝐵µν

)︂
𝜕𝑏𝑋

ν. (1.17)

По лемме Пуанкаре для топологически тривиального мирового листа или в
локальной карте решения такого уравнения могут быть представлены в виде
звезды Ходжа от полной производной G̃𝑎µ := ε𝑎𝑏𝜕𝑏𝑌µ от некоторой (дуальной)
координаты 𝑌µ. Уравнение тогда принимает следующий вид:(︂√

−ℎℎ𝑎𝑏𝐺µν + ε𝑎𝑏𝐵µν
)︂
𝜕𝑏𝑋

ν = ε𝑎𝑏𝜕𝑏𝑌µ. (1.18)

Видно, что производная 𝜕𝑎 от этого выражения дает в левой части уравнения
для поля 𝑋µ, а в правой части тождества Бьянки ε𝑎𝑏𝜕𝑎𝜕𝑏𝑌µ = 0 для поля 𝑌µ.
Можно считать, что точная 1-форма 𝑑𝑌µ = 𝜕𝑎𝑌µ𝑑σ

𝑎 может быть всегда добав-
лена к току ∗G̃µ без изменения уравнений.

Уравнение (1.18) можно переписать в эквивалентной форме, определив
𝑝µν ≡ 𝐺µν + 𝐵µα𝐵αν и 𝑝µα𝑞

αν = 𝐵µ
ν:(︂√

−ℎℎ𝑎𝑏𝑝µν + ε𝑎𝑏𝑞µν
)︂
𝜕𝑏𝑌ν = ε

𝑎𝑏𝜕𝑏𝑋
µ. (1.19)

Поскольку это уравнение имеет ровно тот же вид, что и (1.18), оно описывает
движение струны, задаваемой функциями вложения 𝑌µ(σ,τ) на фоне метрики
𝑝µν и поля Калба–Рамона 𝑞µν, являющихся результатом действия Т-дуальности
вдоль всех координат 𝑋µ. Объединяя (1.18) и (1.19) мы получаем два набора
уравнений на координаты 𝑋µ и 𝑌µ, описывающих движение струны на на-
чальном фоне (𝐺µν,𝐵µν) и всех его образах при Т-дуальности вдоль любой из
координат 𝑋µ.
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Введем обозначения

G𝑎µ =
√
−ℎℎ𝑎𝑏𝜕𝑏𝑌µ, F 𝑎µ =

√
−ℎℎ𝑎𝑏𝜕𝑏𝑋µ,

G̃𝑎µ = ε𝑎𝑏𝜕𝑏𝑌µ, F̃ 𝑎µ = ε𝑎𝑏𝜕𝑏𝑋
µ,

(1.20)

и запишем уравнения (1.18) и (1.19) в следующем виде:

G̃𝑎µ =𝐺µνF 𝑎ν + 𝐵µνF̃ 𝑎ν

F̃ 𝑎µ =𝑝µνG𝑎ν + 𝑞µνG̃𝑎ν .
(1.21)

Здесь уравнения в первой строке являются буквально уравнением движения
(1.17), тогда как уравнения во второй строке воспроизводят (1.19) при свертке
с 𝑝µρ. Анализ структуры полученных уравнений показывает, что удобно со-
брать объекты G и F в два набора 2𝑑-мерных столбцов:

F̃ 𝑎M =

[︄
F̃ 𝑎µ

G̃𝑎µ

]︄
, F 𝑎M =

[︄
F 𝑎ν

G𝑎ν

]︄
, (1.22)

где заглавные латинские индексыM,N = 1 . . . 2𝑑, и определить 2𝑑 × 2𝑑 мат-
рицы H и η следующим образом:

HMN =

[︄
𝐺µν − 𝐵µρ𝐵ρν −𝐵µκ

𝐵λν 𝐺κλ

]︄
, ηMN =

[︄
0 δ

µ
ν

δκ
λ

0

]︄
. (1.23)

Тогда уравнения (1.21) принимают лаконичный вид:

ηMN F̃ 𝑖N = HMNF 𝑖N , (1.24)

в котором очевидна их ковариантность относительно действия группы сим-
метрий O(𝑑,𝑑). При этом объекты F̃ и F преобразуются в фундаментальном
представлении группы симметрий, матрица H принадлежит присоединенно-
му представление, а ηMN является инвариантным тензором ортогональной
группы. Таким образом, для произвольного преобразования OMN ∈ O(𝑑,𝑑)
имеем следующее:

F ′𝑖M = OMNF ′𝑖N , H ′MN = OMKHKL𝑂NL,
F̃ ′𝑖M = OMN F̃ ′𝑖N , ηMN = OMKηKL𝑂NL .

(1.25)

Действуя на так называемую обобщенную метрику HMN преобразования из
группы O(𝑑,𝑑) перемешивают степени свободы метрического тензора 𝐺µν и
калибровочного поля Калба–Рамона 𝐵µν. Причем, линейное действие группы
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симметрий на обобщенную метрику оказывается сильно нелинейным, будучи
записанными в терминах метрики и поля Калба–Рамона.

Покажем, что группа симметрий O(𝑑,𝑑) уравнений струны на фоне по-
стоянных 𝐺µν, 𝐵µν содержит преобразования Бушера. Действительно, ортого-
нальная группа O(𝑑,𝑑) содержит элементы непрерывно связанные с единицей
группы, которые могут быть представлены в виде произведения следующих
элементов группы SO(𝑑,𝑑)

O𝐴 =
[︄
𝐴µν 0
0 𝐴−1

µ
ν

]︄
, O𝐵 =

[︄
δµν 0
Λρν δρ

σ

]︄
, Oβ =

[︄
δµν βµρ

0 δρσ

]︄
. (1.26)

Здесь преобразования O𝐴 принадлежат подгруппе GL(𝑑) глобальных враще-
ний, преобразования O𝐵 сдвигают поле 𝐵µν → 𝐵µν+Λµν и обычно называются
В-сдвигами, а преобразования Oβ обычно называются β-сдвигами и соот-
ветствуют бивекторным деформациям. Такие преобразования будут более
подробно рассматриваться в Главе 6. Кроме того, группа O(𝑑,𝑑) содержит 𝑑
пространственных отражений 𝑇µ, которые могут быть представлены в виде
матриц

𝑇µ =

[︄
1 − 𝑒µ 𝑒µ

𝑒µ 1 − 𝑒µ

]︄
, (𝑒µ)ρσ = δµρδσµ (нет суммы). (1.27)

Другими словами, 𝑒µ—это такая 𝑑×𝑑 матрица, у которой все компоненты рав-
ны нулю, кроме диагонального элемента (𝑒µ)µµ = 1. Определим 2d-мерный
столбец 𝑉M , который будем называть обобщенным вектором, так, что под
действием группы O(𝑑,𝑑) он преобразуется в ее векторном представлении. В
компонентах можно записать:

𝑉′M = OMN𝑉𝑁 = OMN

[︄
𝑉µ

𝑉ν

]︄
. (1.28)

Тогда, отражения 𝑇µ, которые обычно называются факторизованными Т-
дуальностями, переставляют компоненты 𝑉µ и 𝑉µ. Действуя факторизованной
Т-дуальностью, например, 𝑇1 на обобщенную метрику, получим правила Буше-
ра для Т-дуальности в направлении 𝑥1.

До определенной степени процедура описанная вышеможет быть приме-
нена к уравнениям, описывающим динамику протяженных объектов другой
размерности, например, М2-бранам [6]. Рассмотрим бозонную часть действия
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для одной бесконечной М2-браны, взаимодействующей с фоновыми метрикой
и 3-формой 𝐶µνρ:

S =

∫
𝑑3ξ
√
−ℎ

[︃1
2ℎ

𝑎𝑏𝐺µν𝜕𝑎𝑋
µ𝜕𝑏𝑋

ν + 1
6ε

𝑎𝑏𝑐𝐶αµν𝜕𝑎𝑋
α𝜕𝑏𝑋

µ𝜕𝑐𝑋
ν − 1

2

]︃
. (1.29)

Здесь интегрирование производится по мировому объему мембраны, вложен-
ному в 11-мерное объемлющее пространство с метрикой 𝐺µν. Так определен-
ное взаимодействие с калибровочным полем показывает, что по отношению к
тензору напряженности 3-формы 𝐹(4) = 𝑑𝐶(3) М2-брана заряжена электриче-
ски. Объектом, несущим магнитный заряд по этому же калибровочному полю,
будет являться М5-брана.

Рассмотрим специальный случай динамики мембраны на фоне четы-
рехмерного тора 𝕋 4, соответствующий группе U-дуальности SL(5). В таком
случае метрика объемлющего пространства и 3-форма не будут зависеть от
четырех координат 𝑋µ, параметризующих тор. Для простоты предположим
дополнительно, что М2-брана не движется в остальных пространственных
направлениях. С этими упрощениями уравнения для скалярных полей 𝑋µ,
следующие из (1.29), снова принимают форму закона сохранения 𝜕𝑎G̃𝑎µ = 0
некоторого тока, определенного как:

G̃𝑎µ (𝑋) =
√
−ℎ𝐺µν𝜕𝑎𝑋ν +

1
2ε

𝑎𝑏𝑐𝐶µνρ𝜕𝑏𝑋
ν𝜕𝑐𝑋

ρ. (1.30)

По крайней мере локально, решения такого уравнения могут быть представ-
лены в следующем виде:

G̃𝑎µ (𝑌 ) = ε𝑎𝑏𝑐𝜕𝑏𝑋ν𝜕𝑐𝑌µν, (1.31)

где естественным образом вводятся дуальные поля 𝑌µν . Как и в случае фун-
даментальной струны уравнения для дуальных полей оказываются буквально
тождествами Бьянки для полей 𝑋µ. Действуя по аналогии с процедурой Даффа
для фундаментальной струны определим

G𝑎µν =
√
−ℎℎ𝑎𝑏𝜕𝑏𝑌µν, F 𝑎µ =

√
−ℎℎ𝑎𝑏𝜕𝑏𝑋µ,

G̃𝑎µ = ε𝑎𝑏𝑐𝜕𝑏𝑋
ν𝜕𝑐𝑌µν, F̃ 𝑎µν = ε𝑎𝑏𝑐𝜕𝑏𝑋

µ𝜕𝑐𝑋
ν.

(1.32)

В этих обозначениях уравнения (1.30) и (1.31) для полей 𝑋µ могут быть запи-
саны в виде двух эквивалентных выражений:

G̃𝑎µ =𝐺µνF 𝑎ν + 𝐶µνρF̃ 𝑎νρ

F̃ 𝑎µν =𝑝µν,αβG𝑎αβ + 𝑞
µνρG̃𝑎α.

(1.33)
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Здесь тензоры 𝑝µν,ρσ и 𝑞µνρ определяются через следующие соотношения:

𝑝αβ,µν𝑞
µνρ = −𝐶αβγ𝐺µγ,

𝑝αβ,λθ𝑝
λθ,µν = δ

[µ
α δ

ν]
β
,

𝑝αβ,µν = 𝐺α[µ𝐺ν]β − 𝐶αβρ𝐶ρµν.
(1.34)

Удобно ввести обобщенный индекс M = {µ,αβ}, пробегающий значения
от 1 до 10 нумеруя базисные вектора пространства представления 10 груп-
пы дуальности 𝑆𝐿(5). Тогда система уравнений (1.33) может быть записана
в компактной форме, явно ковариантной относительно действия группы U-
дуальности:

F 𝑎M = 𝑀MN F̃ 𝑎
N . (1.35)

Здесь матрица 𝑀MN обозначает обобщенную метрику:

𝑀MN =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐺µν + 1

2𝐶
µδγ𝐶νδγ

1√
2𝐶
µ
ρσ

1√
2𝐶
ν
αβ 𝐺αβ,ρσ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , (1.36)

а переменные (1.32) объединяются в объекты, преобразующиеся ковариант-
но:

F 𝑎M =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
F 𝑎µ

G𝑎
αβ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , F̃
𝑎
M =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
G̃𝑎ν

F̃ 𝑏ρσ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (1.37)

Тензор 𝐺µν,ρσ = 1
2 (𝐺µρ𝐺νσ − 𝐺µσ𝐺νρ) используется для поднятия и опускания

антисимметричной пары индексов и может рассматриваться как метрика на
пространстве дуальных координат. Наконец, тождества Бьянки и уравнения
могут быть представлены в виде объединенного закона сохранения некоторо-
го обобщенного тока 𝜕𝑎F̃ 𝑎

M = 0.
Так определенная обобщенная метрика является элементом фактор-

пространства SL(5)/SO(5) и преобразуется ковариантно под действием груп-
пыU-дуальности SL(5). В такой формулировке легко видеть непертурбативную
природу преобразований U-дуальности. Действительно, струнная константа
связи 𝑔𝑠 пропорциональна экспоненте от вакуумного среднего поля дилатона
𝑔𝑠 = 𝑒⟨φ⟩. Дилатон в размерности десять пропорционален логарифму компо-
ненты метрики 𝐺10 10 в размерности одиннадцать. Поскольку преобразования
U-дуальности перемешивают все компоненты одиннадцатимерной метрики и
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калибровочного поля, струнная константа связи 𝑔𝑠, вообще говоря, не обяза-
на оставаться малой.

1.4 Неабелева T-дуальность

Рассмотренные в предыдущей главе преобразования Т-дуальности яв-
ляются симметриями суперструны на фоне тора 𝕋 𝑑, то есть, пространства
с 𝑑 коммутирующими векторами Киллинга. Естественно такую Т-дуальность
называть абелевой и задаться вопросом о существовании обобщения на слу-
чай пространств с общим набором некоммутирующих изометрий. Симметрия
функционала для струны на фоне группового многообразия относительно
такой неабелевой Т-дуальности была обнаружена в работе [31], где была
обобщена процедура добавления калибровочного поля с лагранжевым мно-
жителем, выступающим в роли дуальной координаты, описанная в Главе 1.2.
В более поздних работах [32] и [33] были получены преобразования под дей-
ствием неабелевой Т-дуальности для струны на фоне с ненулевыми RR полями
и на фоне факторпространства группы по некоторой подгруппе.

Для простоты изложения рассмотрим (бозонную) струну на фоне де-
сятимерного пространства-времени вида 𝑀1,𝐷−1 × 𝐺, где 𝑀1,𝐷−1 —некоторое
𝐷-мерное пространство, наделенное метрикой сигнатуры Минковского, а 𝐺—
группа Ли размерности 𝑑 = 10 − 𝐷. При этом будем считать, что RR поля все
равны нулю. Тогда функционал действия для струны может быть записан в
следующем виде:

𝑆 =

∫
𝑑𝑥µ̂(𝐺µ̂ν̂ ∗ +𝐵µ̂ν̂) ∧ 𝑑𝑥ν̂

=

∫
𝑑𝑥µ(𝐺µν ∗ +𝐵µν) ∧ 𝑑𝑥ν + 2𝑑𝑦𝑚(𝐺𝑚ν ∗ +𝐵𝑚ν) ∧ 𝑑𝑥ν

+ 𝑑𝑦𝑚(𝐺𝑚𝑛 ∗ +𝐵𝑚𝑛) ∧ 𝑑𝑦𝑛.

(1.38)

Здесь 𝑥µ̂, 𝑥µ и 𝑦𝑚 обозначают координаты на всем десятимерном простран-
стве, на пространстве 𝑀1,𝑛−1 и на групповом многообразии 𝐺 соответственно.
Звезда ∗ обозначает звезду Ходжа на двумерном мировом листе струны. Для
произвольного элемента 𝑔 ∈ 𝐺 элемент соответствующей алгебры Ли 𝔤 мо-
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жет быть записан как:

𝔤 ∋ 𝑔−1𝑑𝑔 = (𝑔−1𝑑𝑔) 𝐼𝑇𝐼 = σ𝑚𝐼𝑑𝑦𝑚𝑇𝐼, (1.39)

где {𝑇𝐼} = bas𝔤—генераторы алгебры Ли, а σ𝐼 = σ𝑚𝐼𝑑𝑦𝑚 —формы Маурера–
Картана. Тогда метрику 𝐺𝑚𝑛 на групповом многообразии можно записать в
следующем виде:

𝐺𝑚𝑛 = σ𝑚
𝐼σ𝑛

𝐽𝐺𝐼 𝐽 (𝑥), (1.40)

где формы σ𝐼 зависят только от групповых координат 𝑦𝑚, а тензор 𝐺𝐼 𝐽 —
только от внешних координат 𝑥µ. В рассматриваемом случае модели Весса–
Зумино–Новикова–Виттена компоненты калибровочного поля 𝐵𝑚𝑛 можно
записать в таком же виде:

𝐵𝑚𝑛 = σ𝑚
𝐼σ𝑛

𝐽𝐵𝐼 𝐽 (𝑥). (1.41)

Формы Маурера–Картана σ𝐼 являются неабелевыми аналогами формы
𝑑θ для струны на фоне пространства с одним циклическим направлением. По
аналогии с абелевым случаем, где вводилось калибровочное поле 𝑑θ → 𝐴,
рассмотрим действие (1.38), в котором произведем замену 𝑔−1𝑑𝑔 → 𝐴𝐼𝑇𝐼 и
добавим лагранжев множитель. Получим действие

𝑆 =

∫
𝑑𝑥µ̂(𝐺µ̂ν̂ ∗ +𝐵µ̂ν̂) ∧ 𝑑𝑥ν̂

=

∫
𝑑𝑥µ(𝐺µν ∗ +𝐵µν) ∧ 𝑑𝑥ν + 2𝐴𝐼 (𝐺𝐼ν ∗ +𝐵𝐼ν) ∧ 𝑑𝑥ν

+ 𝐴𝐼 (𝐺𝐼 𝐽 ∗ +𝐵𝐼 𝐽) ∧ 𝐴𝐽 + 𝑦𝐼𝐹 𝐼,

(1.42)

где 𝐹 𝐼 = 2𝑑𝐴𝐼 + 𝑓𝐽𝐾 𝐼𝐴𝐽∧ 𝐴𝐾, а 𝑓𝐼 𝐽 𝐾 обозначают структурные константы алгебры
Ли 𝔤. Как и в абелевом случае, интегрируя лагранжев множитель, получаем
условие 𝐹 𝐼 = 0 плоскостности связности 𝐴𝐼. Локально такое уравнение реша-
ется выбором 𝐴𝐼 = (𝑔−1𝑑𝑔) 𝐼, что приводит действие обратно к виду (1.38).

Действие для струны на дуальном фоне получается при интегрировании
по степеням свободы 𝐴𝐼. Поскольку действие не содержит производных от
калибровочного поля (с учетом интегрирования по частям в члене 𝑦𝐼𝑑𝐴

𝐼) и
является квадратичным по полю 𝐴𝐼, результатом интегрирования будут ал-
гебраические условия, эквивалентные классическим уравнениям движения.
Последние имеют следующий вид:

(𝐺𝐼ν ∗ +𝐵𝐼ν)𝑑𝑥ν + (𝐺𝐼 𝐽 ∗ +𝐵𝐼 𝐽 + 𝑦𝐾 𝑓𝐼 𝐽 𝐾)𝐴𝐽 + 𝑑𝑦𝐼 = 0. (1.43)
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Действуя слева звездой Ходжа и используя свойство ∗∗ = 1 на 1-формах в
двумерном пространстве-времени получим уравнения в эквивалентной форме:

(1 ± ∗)
[︂ (︁
𝐺𝐼ν ± 𝐵𝐼ν

)︁
𝑑𝑥ν +

(︁
𝐺𝐼 𝐽 ± 𝐵𝐼 𝐽 ± 𝑦𝐾 𝑓𝐼 𝐽 𝐾

)︁
𝐴𝐽 ± 𝑑𝑦𝐼

]︂
= 0. (1.44)

Отсюда легко получить решения для поля 𝐴𝐼 в форме, удобной для подста-
новки в действие:

(1 ± ∗)𝐴𝐽 = −(1 ± ∗)𝑁 𝐽𝐼
±

[︂ (︁
𝐺𝐼ν ± 𝐵𝐼ν

)︁
𝑑𝑥ν ± 𝑑𝑦𝐼

]︂
, (1.45)

где 𝑁 𝐼 𝐽
± обозначает матрицу, обратную матрице 𝑁±𝐼 𝐽 = 𝐺𝐼 𝐽±𝐵𝐼 𝐽± 𝑦𝐾 𝑓𝐼 𝐽 𝐾, то есть

𝑁𝐾𝐼
± 𝑁±𝐼 𝐽 = δ𝐽

𝐾. Перед непосредственной подстановкой в действие решений в
таком виде, необходимо переписать действие в терминах переменных 𝐴𝐼± =

(1 ± ∗)𝐴𝐼. Для этого заметим следующие тождества:
1
2𝐴

𝐼
−𝐸𝐼µ ∧ 𝑑𝑥

µ
+ −

1
2𝐴

𝐼
+𝐸µ𝐼 ∧ 𝑑𝑥µ− = 2𝐴𝐼 (𝐺𝐼µ ∗ +𝐵𝐼µ) ∧ 𝑑𝑥µ,

1
4𝐴

𝐼
−𝑁+𝐼 𝐽 ∧ 𝐴𝐽+ −

1
4𝐴

𝐼
+𝑁−𝐼 𝐽 ∧ 𝐴𝐽− = 𝐴𝐼

(︁
𝐺𝐼 𝐽 ∗ +𝐵𝐼 𝐽 + 𝑦𝐾 𝑓𝐼 𝐽 𝐾

)︁
∧ 𝐴𝐽,

1
2𝐴

𝐼
+ ∧ 𝑑𝑦−𝐼 +

1
2𝐴

𝐼
− ∧ 𝑑𝑦+𝐼 = 2𝑑𝑦𝐼 ∧ 𝐴𝐼,

(1.46)

где введены обозначения 𝑑𝑥
µ
± = (1 ± ∗)𝑑𝑥µ, 𝑑𝑦±𝐼 = (1 ± ∗)𝑑𝑦𝐼 для (ан-

ти)самодуальных компонент 1-форм и 𝐸𝐼µ = 𝐺𝐼µ + 𝐵𝐼µ, 𝐸µ𝐼 = 𝐺𝐼µ − 𝐵𝐼µ для
фоновых полей. Тогда действие двумерной сигма-модели может быть перепи-
сано как:

𝑆 =

∫
𝑑𝑥µ(𝐺µν ∗ +𝐵µν) ∧ 𝑑𝑥ν

+ 1
4𝐴

𝐼
−𝑁+𝐼 𝐽 ∧ 𝐴𝐽+ −

1
4𝐴

𝐼
+𝑁−𝐼 𝐽 ∧ 𝐴𝐽−

+ 1
2𝐴

𝐼
−(𝐸𝐼µ𝑑𝑥

µ
+ + 𝑑𝑦+𝐼 ) −

1
2𝐴

𝐼
+(𝐸µ𝐼𝑑𝑥µ− + 𝑑𝑦−𝐼 ).

(1.47)

Подставляя вместо 1-форм 𝐴𝐼± решения (1.45) получим эквивалентную дву-
мерную сигма модель:

𝑆 =

∫
𝑑𝑥µ ∧ ∗𝑑𝑥ν

(︂
𝐺µν − 𝐸µ𝐼𝑁 𝐼 𝐽

+ 𝐸𝐽ν
)︂
+ 𝑑𝑥µ ∧ 𝑑𝑥ν

(︂
𝐵µν − 𝐸µ𝐼𝑁 𝐼 𝐽

+ 𝐸𝐽ν
)︂

+ 𝑑𝑦𝐼 ∧ ∗𝑑𝑥µ
(︂
𝑁 𝐼 𝐽
+ 𝐸𝐽µ − 𝑁 𝐼 𝐽

+ 𝐸µ𝐽
)︂
+ 𝑑𝑦𝐼 ∧ 𝑑𝑥µ

(︂
𝑁 𝐼 𝐽
+ 𝐸𝐽µ + 𝑁 𝐼 𝐽

+ 𝐸µ𝐽
)︂

+ 𝑑𝑦𝐼𝑁 𝐼 𝐽
+ ∧ (1 + ∗)𝑑𝑦𝐽 .

(1.48)
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Записанное в таком виде действие позволяет получить явные выражения для
дуальных фоновых полей метрики и 2-формы:

𝐺′µν + 𝐵′µν = 𝐺µν + 𝐵µν − 𝐸µ𝐼𝑁 𝐼 𝐽
+ 𝐸𝐽ν,

𝐺′𝐼µ =
1
2𝑁

𝐼 𝐽
+ 𝐸𝐽µ −

1
2𝑁

𝐼 𝐽
+ 𝐸µ𝐽,

𝐵′𝐼µ =
1
2𝑁

𝐼 𝐽
+ 𝐸𝐽µ +

1
2𝑁

𝐼 𝐽
+ 𝐸µ𝐽,

𝐺′𝐼 𝐽 + 𝐵′𝐼 𝐽 = 𝑁 𝐼 𝐽
+ .

(1.49)

Как и в случае абелевой Т-дуальности комбинация 𝑑 = φ − 1/4 log det𝐺 яв-
ляется инвариантной относительно преобразования дуальности и позволяет
восстановить поле дилатона для преобразованной фоновой конфигурации.

Здесь важно отметить следующее. Во-первых, поскольку дуальная ко-
ордината 𝑦𝐼 естественным образом имеет нижний индекс, соответствующие
компоненты метрики должны иметь верхний индекс. Поэтому, например, 𝐺′𝐼 𝐽
являются компонентами прямой, а не обратной метрики. Другими словами,
инвариантный интервал должен быть записан следующим образом:

𝑑𝑠2 = 𝐺′µν𝑑𝑥
µ𝑑𝑥ν + 2𝐺′𝐼µ𝑑𝑦𝐼𝑑𝑥µ + 𝐺′𝐼 𝐽𝑑𝑦𝐼𝑑𝑦𝐽 . (1.50)

Во-вторых, напомним, что индекс 𝐼 является алгебраическим, а не коорди-
натным, в том смысле, что он нумерует генераторы в алгебре Ли группы 𝐺.
Компоненты метрики и 2-формы до дуализации выражались через 𝐺𝐼 𝐽, 𝐵𝐼 𝐽
при помощи свертки с формами Маурера–Картана, тогда как в обобщенные
правила Бушера входят не 𝐺𝑚𝑛,𝐵𝑚𝑛, а 𝐺𝐼 𝐽,𝐵𝐼 𝐽. В этом смысле более есте-
ственным было бы считать, что 1-формы 𝑑𝑦𝐼 являются 1-формами неабелево
Т-дуальными формам Маурера–Картана σ𝐼.

Симметрия струны относительно неабелевой Т-дуальности конечно не
ограничивается NS-NS сектором. Преобразование полей R-R сектора было в
явном виде предъявлено в работе [32]. Отметим также, что выше рассматри-
валась дуализация для теории на фоне группового многообразия 𝐺. Алгоритм
для более общих преобразований для теории на фоне фактор-пространства
группы 𝐺 по некоторой ее подгруппе 𝐻 был найден в работе [33].

Интересно отметить, что в работе [34] было явно показано, что обобщен-
ные правила Бушера (1.49) являются O(d,d) преобразованием фоновых полей.
Конкретнее, построим обобщенную метрику из «раздетых» полей 𝐺𝐼 𝐽, 𝐵𝐼 𝐽

H =

[︄
𝐺𝐼 𝐽 − 𝐵𝐼𝑃𝑔𝑃𝑄𝐵𝑄𝐽 𝐵𝐼

𝐿

𝐵𝐽
𝐾 𝑔𝐾𝐿

]︄
. (1.51)
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Тогда преобразование компонент 𝐺𝐼 𝐽, 𝐵𝐼 𝐽 при неабелевой Т-дуальности (1.49)
эквивалентно следующей цепочке O(d,d) преобразований обобщенной метри-
ки

H ′ = 𝑇1 . . . 𝑇𝑑O𝑇Δ𝐵HOΔ𝐵𝑇1 . . . 𝑇𝑑 . (1.52)
Здесь 𝑇1, . . . ,𝑇𝑑 —формальные абелевы Т-дуальности вдоль направлений, со-
ответственно, 1,2,3, . . . ,𝑑, а преобразование OΔ𝐵 представляет собой сдвиг
𝐵-поля:

OΔ𝐵 =

[︄
δ𝐼
𝐽 0

𝑓𝐼𝐾
𝑃 𝑦𝑃 δ𝐾

𝐿

]︄
. (1.53)

Для остальных компонент метрики и B-поля следует объединить 𝐵µ𝐼, 𝐺µ𝐽𝐺
𝐼 𝐽

в один O(d,d) вектор, который преобразуется ковариантно. Такие конструк-
ции будут обсуждаться более подробно в дальнейших главах, посвященных
исключительной геометрии.

Рассмотрим в качестве примера модель с простой группой типа Бьянки
II. Соответствующим решением уравнений супергравитации является метрика
так называемой космологической модели типа Бьянки II, которая выглядит
следующим образом:

𝑑𝑠2 = 𝑑𝑠26 − 𝑎1
2𝑎2

2𝑎3
2(𝑑𝑥0)2

+ 𝑎1
2(σ1)2 + 𝑎2

2(σ2)2 + 𝑎3
2(σ3)2,

(1.54)

где 1-формы σ𝐼 и функции 𝑎𝐼 определяются как

σ1 = 𝑑𝑦1 − 𝑦3𝑑𝑦2, 𝑎1
2 =

𝑝1
cosh(𝑥0)

σ2 = 𝑑𝑦2, 𝑎2
2 = cosh(𝑥0)𝑒𝑥0

,

σ3 = 𝑑𝑦3, 𝑎3
2 = cosh(𝑥0)𝑒𝑥0

.

(1.55)

Заметим, что 1-формы зависят только от координат 𝑥1,𝑥2,𝑥3 на групповом
многообразии. Соответствующая алгебра задается структурными константа-
ми, определяемыми из уравнения Маурера–Картана:

𝑑σ𝑎 = 𝑓𝑏𝑐
𝑎σ𝑏 ∧ σ𝑐, 𝑓23

1 = 1, (1.56)

и обычно называется алгеброй Гейзенберга–Вейля. Таким образом для ком-
понент 𝐺𝐼 𝐽 метрики мы получаем:

| |𝐺𝐼 𝐽 | | = diag
[︁
−𝑎1

2𝑎2
2𝑎3

2,𝑎1
2,𝑎2

2,𝑎3
2,1, . . . ,1

]︁
. (1.57)
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Поскольку временное направление 𝑥0 не участвует в дуализации и метрика не
имеет смешанных компонент 𝐺0𝐼, достаточно рассмотреть только 3 × 3 блок
метрического тензора, соответствующий формам Маурера–Картана. Пользу-
ясь обобщенными правилами Бушера (1.49), получим дуальное решение [35]:

𝑑𝑠′2 = 𝑑𝑠26 − 𝑎1
2𝑎2

2𝑎3
3(𝑑𝑥0)2,

+ 1
𝑎12 (𝑑𝑦1)2 +

𝑎32

Δ2 (𝑑𝑦2)2 +
𝑎22

Δ2 (𝑑𝑦3)2

𝐵′ = − 𝑦1
Δ2𝑑𝑦2 ∧ 𝑑𝑦3,

Δ2 = 𝑎2
2𝑎3

2 + 𝑦2
1 .

(1.58)

Преобразованный дилатон получается из инвариантного дилатона 𝑑 следую-
щим образом:

𝑒−2φ√𝐺 = 𝑒−2𝑑 = 𝑒−2φ′√︁𝑔′, (1.59)

где 𝐺 = det | |𝐺𝐼 𝐽 | | обозначает детерминант «раздетой» метрики. Явной под-
становкой легко показать, что полученная полевая конфигурация решает
уравнения супергравитации и, соответственно, является самосогласованным
фоном для струны.

В отличие от начального решения, заданного метрикой на групповом
многообразии Бьянки II, полученное после дуальности решение обладает
довольно неочевидным набором изометрий. Это является следствием того
факта, что, вообще говоря, неабелева Т-дуальность не сохраняет начальный
набор изометрий решения, в отличие от абелевой Т-дуальности. Действитель-
но, для любого заданного решения, обладающего U(1) изометрией, можно
найти ему дуальное под действием обычной Т-дуальности, и вернуться обратно
к начальному решению, подействовав дуальностью еще раз. Однако, получить
из решения (1.58) обратно космологическую модель типа Бьянки II методом,
описанным выше, не представляется возможным. Тем не менее, как будет
показано ниже, информация о симметрии начального решения все же сохра-
няется в неабелево Т-дуальном решении в довольно неявном виде, позволяя
обратить преобразование.
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1.5 Пуассон-лиева Т-дуальность

В рассмотренном выше подходе к описанию Т-дуальности сигма-модели
преобразование дуальности производится вдоль заданных изометрических на-
правлений фонового пространства модели. Именно отсутствие таковых для
неабелево Т-дуального фона и представляет трудность в определении обратно-
го преобразования. В работе [36] было предложено понятие некоммутативно-
го закона сохранения, когда действие сигма-модели является инвариантным
относительно действия некоторой группы 𝐺, при этом закон сохранения
нётеровских токов модифицируется и оказывается связан с некоторой алгеб-
раической структурой.

1.5.1 Общий формализм

Рассмотрим действие двумерной сигма-модели в голоморфных коорди-
натах на мировом листе:

𝑆 =

∫
𝑑𝑧𝑑�̄�

(︂
𝐺𝑖 𝑗(𝑋) + 𝐵𝑖 𝑗(𝑋)

)︂
𝜕𝑋 𝑖𝜕𝑋 𝑗. (1.60)

Пусть определено свободное действие некоторой группы 𝐺 на фоновом про-
странстве 𝑀, задаваемое 𝑁 векторными полями 𝑣𝑎 = 𝑣𝑖𝑎𝜕𝑖:

𝑋 𝑖 → 𝑋 𝑖 + 𝑣𝑖(𝑋),
𝑣𝑖 = 𝑣𝑖𝑎(𝑋)ε𝑎(𝑧,�̄�).

(1.61)

Здесь ε𝑎(𝑧,�̄�) обозначают параметры преобразования, зависящие от точки на
мировом листе струны. Изменение действия сигма-модели при таком преоб-
разовании принимает следующий вид:

δ𝑆 = 𝑆(𝑋 + ε𝑎𝑣𝑎) − 𝑆(𝑋) =
∫

𝑑𝑧𝑑�̄�ε𝑎𝐿𝑣𝑎 (𝐸𝑖 𝑗)𝜕𝑋 𝑖𝜕𝑋 𝑗 +
∫

𝑑ε𝑎 ∧ 𝐽𝑎, (1.62)

где 𝐿ξ обозначает производную Ли вдоль векторного поля ξ, поле 𝐸𝑖 𝑗 = 𝐺𝑖 𝑗+𝐵𝑖 𝑗,
а токи 𝐽𝑎 определены как следующие 1-формы:

𝐽𝑎 = 𝑣𝑖𝑎𝐸𝑖 𝑗𝜕𝑋
𝑖𝑑�̄� − 𝑣𝑎𝑎𝐸 𝑗𝑖𝜕𝑥 𝑗𝑑𝑧. (1.63)
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В обычном случае, когда группа 𝐺 является группой изометрий фонового про-
странства сигма-модели, т.е. 𝐿𝑣𝑎 (𝐸𝑖 𝑗) ≡ 0, из инвариантности действия следует
сохранение нётеровских токов 𝑑𝐽𝑎 = 0. Альтернативно, можно потребовать
инвариантности действия δ𝑆 = 0 даже если производная Ли не равна нулю.
Очевидно, существует множество способов связать 𝐿𝑣𝑎𝐸𝑖 𝑗 и 𝑑𝐽𝑎 так, чтобы дей-
ствие оказалось инвариантным, однако, как было показано в [36] правильным
будет руководствоваться алгебраическими соображениями. А именно, пусть
1-формы 𝐽𝑎 удовлетворяют уравнениям типа Маурера–Картана для некоторой
алгебры, задаваемой структурными константами 𝑓𝑎

𝑏𝑐

𝑑𝐽𝑎 =
1
2 𝑓𝑎

𝑏𝑐𝐽𝑏 ∧ 𝐽𝑐. (1.64)

Несложным вычислением показывается, что в таком случае δ𝑆 = 0, если

𝐿𝑣𝑎𝐸𝑖 𝑗 = 𝑓𝑎
𝑏𝑐𝑣𝑘𝑏𝑣

𝑙
𝑐𝐸𝑘𝑖𝐸 𝑗𝑙. (1.65)

Для полей𝐺𝑖 𝑗 и 𝐵𝑖 𝑗 это требование сводится к следующим нетривиальным диф-
ференциальным уравнениям:

𝐿𝑣𝑎𝐺𝑖 𝑗 = 2 𝑓𝑎𝑏𝑐𝑣𝑘𝑏𝑣𝑙 𝑐𝐺𝑘(𝑖𝐵 𝑗)𝑙,
𝐿𝑣𝑎𝐵𝑖 𝑗 = − 𝑓𝑎𝑏𝑐𝑣𝑘𝑏𝑣𝑙 𝑐

(︂
𝐺𝑘(𝑖𝐺 𝑗)𝑙 + 𝐵𝑘(𝑖𝐵 𝑗)𝑙

)︂
.

(1.66)

Учитывая алгебру векторных полей 𝐿𝑣𝑎𝑣𝑏 = 𝑓𝑎𝑏
𝑐𝑣𝑐, дополнительно к тож-

дествам Якоби для структурных констант 𝑓𝑎
𝑏𝑐 и 𝑓𝑎𝑏

𝑐 должны выполнятся
следующие условия самосогласованности:

2 𝑓𝑒[𝑎𝑐 𝑓𝑏]𝑒𝑑 − 2 𝑓[𝑎𝑐𝑒 𝑓𝑏]𝑒𝑑 = 𝑓𝑎𝑏
𝑒 𝑓𝑒

𝑐𝑑 . (1.67)

Так определенную инвариантность действия относительно некоторой группы
𝐺 предложено называть некоммутативным законом сохранения. Замечатель-
ным наблюдением работы [36] является эквивалентность условия самосогла-
сованности, следующего из некоммутативного закона сохранения, и условий
на структурные константы некоторой биалгебры Ли. Напомним, что биалгеб-
рой Ли называется такое векторное пространство 𝔤, для которого

– определена скобка Ли
[ , ] : 𝔤 ⊗ 𝔤→ 𝔤;

– определена скобка Ли на дуальном пространстве

δ∗ : 𝔤∗ ⊗ 𝔤∗ → 𝔤∗,
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при этом дуальное отображение называется кокоммутатором:

δ : 𝔤→ 𝔤 ⊗ 𝔤;

– выполняется условие самосогласованности:

δ
(︁
[𝑋,𝑌 ]

)︁
=

(︁
ad𝑋 ⊗ 1 + 1 ⊗ ad𝑋

)︁
δ(𝑌 ) − 𝑋 ↔ 𝑌, ∀𝑋,𝑌 ∈ 𝔤.

Для заданного базиса {𝑒𝑎} = bas𝔤 скобка Ли определяется структурными кон-
стантами [𝑒𝑎,𝑒𝑏] = 𝑓𝑎𝑏

𝑐𝑒𝑐, тогда как кокоммутатор определяется как δ(𝑒𝑎) =
𝑓𝑎
𝑏𝑐𝑒𝑏 ∧ 𝑒𝑐. Тогда условие самосогласованности структуры биалгебры прини-

мает вид (1.67). Дополнительно определенная на биалгебре невырожденная
квадратичная форма определяет структуру классического дубля Дринфельда.
Конкретнее, под классическим дублем Дринфельда мы будем понимать тройку
Манина D = (𝔤, �̃�,η), где dim(𝔤) = dim(�̃�) = 𝑑, а η : D ⊗ D → 𝔽 —невы-
рожденная квадратичная форма, принимающая значения в некотором поле
𝔽 (обычно ℝ). В случае пуассон-лиевой Т-дуальности естественным является
выбор квадратичной формы, индуцирующей структуру O(𝑑,𝑑). Единственны-
ми ненулевыми компонентами такой формы будут

η(𝑇𝑎,𝑇𝑏) = δ𝑎𝑏, (1.68)

с очевидными обозначениями для генераторов алгебр 𝔤 и 𝔤.
Легко видеть, что условие (1.67) полностью симметрично относительно

замены 𝑓𝑎𝑏
𝑐 на 𝑓𝑎

𝑏𝑐. Таким образом, если обозначить 𝔤 алгебру со структур-
ными константами 𝑓𝑎

𝑏𝑐, можно ожидать, что существует некоторая дуальная
сигма-модель, для которой группа Ли 𝐺 = exp �̃� играет ту же роль, что и
𝐺 = exp𝔤 для изначальной сигма-модели. Другими словами, должно быть воз-
можно найти такой дуальный фон 𝐸𝑖 𝑗 = 𝐺𝑖 𝑗 + 𝐵𝑖 𝑗 и определить на нем действие
группы 𝐺, что

𝐿𝑣𝑎𝐸𝑖 𝑗 = 𝑓𝑏𝑐
𝑎𝑣𝑘𝑏𝑣𝑙𝑐𝐸𝑘𝑖𝐸 𝑗𝑙, (1.69)

с соответствующим образом определенными векторными полями 𝑣𝑚𝑎. Чтобы
найти метрику и поле Калба–Рамона на дуальномфоновом пространстве, необ-
ходимо найти совместное решение уравнений (1.65) и (1.69), что очевидно
является довольно непростой задачей.

В случае, когда действие группы𝐺 на фоновом пространстве транзитивно
и свободно, то есть, фоновое пространство является групповым многооб-
разием, найти дуальные поля позволяет концепция классического дубля
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Дринфельда. Соответствующая процедура была впервые предложена в работе
[36]. Рассмотрим группу 𝐷, соответствующую классическому дублю Дрин-
фельдаD, а именно𝑇𝑒𝐷 ≃ D, где 𝑒—единица группы. Выберем в𝑇𝑒𝐷 𝑑-мерное
подпространство E, являющееся графом невырожденного линейного отобра-
жения 𝐸 : 𝔤→ 𝔤. Пусть группы 𝐺 и 𝐺 соответствуют алгебрам 𝔤 и �̃�. Поскольку
группа 𝐷 по построению в качестве подмножеств содержит группы 𝐺 и 𝐺, под-
пространство E правым действием группы 𝐺 может быть транслировано в
произвольную точку 𝑔 ∈ 𝐺 ⊂ 𝐷. Поскольку мы имеем дело с биалгеброй �̃� = 𝔤∗,
таким образом определенное отображение 𝐸𝑔 : 𝔤 → �̃� задается матрицей
𝐸𝑎𝑏(𝑔). По построению такая матрица решает уравнение (1.65). Эквивалентно,
можно транслировать E = 𝑇𝑒𝐷 действием группы 𝐺, получая другую матрицу
𝐸𝑎𝑏(𝑔) в точке 𝑔 ∈ 𝐺. Такая матрица будет решать уравнение (1.69), задавая
фон пуассон-лиево Т-дуальной сигма-модели. В работе [36] показана эквива-
лентность сигма-моделей на так определенном фоне и его дуальном.

1.5.2 Геометрическая реализация и классификация дуальностей

Перейдем от общего алгебраического описания пуассон-лиевой Т-
дуальности двумерной сигма-модели к явным преобразованиям фоновых
полей и покажем, при каких условиях такие преобразования воспроизво-
дят рассмотренные ранее абелеву и неабелеву Т-дуальности. Выберем базис
для изотропных подалгебр классического дубля Дринфельда: {𝑇𝑎} = bas𝔤,
{𝑇𝑎} = bas �̃�. Коммутационные соотношения биалгебры будут в этом базисе
иметь следующий вид:

[𝑇𝑎,𝑇𝑏] = 𝑓𝑎𝑏
𝑐𝑇𝑐, [𝑇𝑎,𝑇𝑏] = 𝑓𝑎

𝑏𝑐𝑇𝑐 − 𝑓𝑎𝑐
𝑏𝑇 𝑐,

[𝑇𝑎,𝑇𝑏] = 𝑓𝑐
𝑎𝑏𝑇 𝑐.

(1.70)

Обозначим все множество генераторов {𝑇A} = {𝑇𝑎,𝑇𝑎} = basD, где 𝐴 =

1, . . . ,2𝑑. В этих обозначениях коммутационные соотношения алгебрыD име-
ют обычный вид [𝑇A,𝑇B] = 𝐹ABC𝑇C, причем ненулевыми являются только
компоненты 𝐹𝑎𝑏

𝑐 = 𝑓𝑎𝑏
𝑐 и 𝐹𝑐

𝑎𝑏 = 𝑓𝑐
𝑎𝑏. Согласованность квадратичной фор-

мы с так определенной скобкой на алгебре D требует 𝐹ABC = 𝐹[ABC] , где
𝐹ABC = 𝐹AB𝐷η𝐷𝐶, а ηAB = η(𝑇A,𝑇B).
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Геометрическая реализация классического дубля Дринфельда осуществ-
ляется следующим образом. Пусть выбрана некоторая максимальная изотроп-
ная подалгебра 𝔤 ⊂ D, то есть такая подалгебра максимальной размерности
𝑑, генераторы которой {𝑇𝑎} удовлетворяют соотношениям η(𝑇𝑎,𝑇𝑏) = 0. По-
строим групповой элемент 𝑔 = exp(𝑥𝑎𝑇𝑎) и право-инвариантные 1-формы и
дуальные им векторные поля:

𝑟𝑎 = 𝑑𝑔 𝑔−1 = 𝑟𝑎𝑚𝑑𝑥
𝑚, 𝑒𝑎 = 𝑒𝑎

𝑚𝜕𝑚, 𝑟𝑎(𝑒𝑏) = δ𝑎𝑏. (1.71)

Здесь и далее малые латинские буквы из середины алфавита 𝑚,𝑛,𝑘,𝑙, · · · =
1, . . . ,𝑑 обозначают пространственные индексы тензоров на групповом мно-
гообразии. При этом малые латинские буквы из начала алфавита 𝑎,𝑏,𝑐,𝑑, · · · =
1, . . . ,𝑑 нумеруют реперные векторы 𝑒𝑎. Действие элемента группы 𝑔 на
выбранное подпространство 𝔤 определяет его присоединенное действие на ге-
нераторы:

𝑔−1𝑇A𝑔 = 𝑀A
B (𝑥)𝑇B . (1.72)

Причем, матрица 𝑀AB (𝑥), зависящая вообще говоря от групповой координа-
ты, принадлежит группе O(𝑑,𝑑), и может быть параметризована следующим
образом:

𝑀A
B (𝑥) =

[︄
𝑎𝑎

𝑏(𝑥) 0
−π𝑐𝑒(𝑥)𝑎𝑎𝑏(𝑥) (𝑎−1(𝑥))𝑑𝑐

]︄
. (1.73)

Здесь π𝑎𝑏(𝑥) = −π𝑏𝑎(𝑥)—некоторый бивектор, параметризующий преобразо-
вание. Заметим, что если π𝑎𝑏 = 0, матрица 𝑀AB задает GL(𝑑) преобразование
генераторов группы. В терминах структурных констант такая ситуация соот-
ветствует 𝑓𝑎

𝑏𝑐 = 0.
С учетом дополнительного вклада от бивектора фоновые метрика и B-

поле могут быть определены в терминах матрицы

𝐸A
M (𝑥) =

[︄
δ𝑎

𝑐 0
−π𝑏𝑐 δ𝑑𝑏

]︄ [︄
𝑒𝑐
𝑚 0

0 𝑟𝑛
𝑑

]︄
, (1.74)

где заглавные латинские буквы обозначают обобщенные индексы, объединя-
ющие индекс вектора и формы. В этих обозначениях компоненты элемента
𝑉 = 𝑣𝑚𝜕𝑚 ⊕ 𝑣𝑚𝑑𝑥

𝑚 ∈ 𝑇𝑔𝐺 ⊕ 𝑇∗𝑔𝐺 будут записаны как 𝑉M = (𝑣𝑚,𝑣𝑚). Заме-
чательным свойством так определенной матрицы 𝐸AM , обычно называемой
(обратным) обобщенным репером, является то, что набор 𝐸A под действием
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производной Дорфмана замыкается буквально в алгебру D. То есть

L𝐸A𝐸B
M = −𝐹ABC𝐸CM ,

L𝑉𝑊M =

[︄
𝐿𝑣𝑤

𝑚

𝐿𝑣�̃�𝑚 − ι𝑤𝑑𝑣𝑚

]︄
.

(1.75)

Здесь L𝑉𝑊M обозначает производную Дорфмана некоторого 𝑊 = 𝑤𝑚𝜕𝑚 ⊕
�̃�𝑚𝑑𝑥

𝑚 вдоль 𝑉, а 𝐿𝑣 обозначает обычную производную Ли. Чтобы восстано-
вить метрику 𝑔𝑚𝑛 и поле 𝐵𝑚𝑛 необходимо свернуть обобщенный репер 𝐸M

A,
определенный как матрица, обратная 𝐸AM , с некоторой «плоской» матрицей
HMN = 𝐸M

A𝐸NBHAB. При этом

HAB =

[︄
𝑔𝑎𝑏 − 𝐵𝑎𝑒𝑔𝑒 𝑓 𝐵 𝑓 𝑏 𝐵𝑎

𝑑

𝐵𝑏
𝑐 𝑔𝑐𝑑

]︄
= const,

HMN (𝑥) =
[︄
𝑔𝑚𝑛 − 𝐵𝑚𝑘𝑔𝑘𝑙𝐵𝑙𝑛 𝐵𝑚

𝑞

𝐵𝑛
𝑝 𝑔𝑝𝑞

]︄
.

(1.76)

Преобразование Т-дуальности, соответствующее переходу к другой макси-
мальной изотропной подалгебре 𝔤′ ⊂ D, в этих терминах может быть
записано как преобразование генераторов

𝑇′A = 𝐶A
B𝑇B (1.77)

некоторой матрицей 𝐶 ∈ O(𝑑,𝑑). Построенные по новым генераторам обоб-
щенные реперы 𝐸′M

A с соответствующим образом преобразованной плоской
метрикой H ′AB будут определять дуальные фоновые метрику 𝑔′𝑚𝑛 и поле 𝐵′𝑚𝑛.
Легко видеть, что такое преобразование действительно переводит решения
в решения. Покажем это на примере класса решений с тривиальными дила-
тоном и RR полями. В таком случае уравнения супергравитации могут быть
записаны в так называемой флакс формулировке [37]:

FABC FDEF
(︁
3HAD ηBE ηCF −HADHBEHCF

)︁
= 0 ,

(ηCE ηDF −HCEHDF
)︁
HG[A FCDB] FEFG = 0 .

(1.78)

Видно, что уравнения являются полностью инвариантными относитель-
но глобальных O(𝑑,𝑑) преобразований. Следовательно, стартуя с набора
HAB, FABC, удовлетворяющему этим уравнениям, для любой матрицы 𝐶AB

будем всегда получать решения этих уравнений.
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Рассмотрим частные случаи описанного формализма и продемонстриру-
ем абелеву и неабелеву Т-дуальность в рамках общей классификации возмож-
ных преобразований.

Абелева Т-дуальность.
Начнем с простейшего случая 𝐹ABC = 0, соответствующему простой сим-

метрии U(1)𝑑 сигма-модели с 𝑑 сохраняющимися токами 𝑑𝐽𝑎 = 0. Для репера
и его обратного на группе получим 𝑟𝑚

𝑎 = δ𝑚
𝑎, 𝑒𝑎𝑚 = δ𝑎

𝑚. Присоединенное
действие будет тривиальным и задаваться единичной матрицей 𝑀AB = δAB,
что дает π𝑎𝑏 = 0. Таким образом, обобщенный репер 𝐸M

A пропорционален
единичной матрице, а HMN = const. Для заданной максимальной изотроп-
ной подалгебры, натянутой на {𝑇𝑎}, подходящим альтернативным выбором
будет замена 𝑇𝑎 ↔ 𝑇𝑎 для некоторого фиксированного направления 𝑎. Други-
ми словами, генератор 𝑇𝑎 заменяется на ему дуальный в смысле квадратичной
формы η. Матрица 𝐶AB, осуществляющая такую замену, является матрицей
факторизованной Т-дуальности вдоль направления 𝑎. Фоновые поля в таком
случае преобразуются согласно стандартным правилам Бушера.

Неабелева Т-дуальность.
Пусть теперь группа изометрии сигма-модели будет неабелевой, то есть

𝑓𝑎𝑏
𝑐 ≠ 0, 𝑓𝑎𝑏𝑐 = 0, что означает наличие 𝑑 сохраняющихся токов 𝑑𝐽𝑎 = 0.

Легко видеть, что присоединенное действие 𝐺 на D по-прежнему задается
блочно-диагональной матрицей, однако, теперь не равной единичной матри-
це. Действительно из коммутационных соотношений

[𝑇𝑎,𝑇𝑏] = 𝑓𝑎𝑏
𝑐𝑇𝑐,

[𝑇𝑎, 𝑇𝑏] = − 𝑓𝑎𝑐𝑏𝑇𝑏,
[𝑇𝑎,𝑇𝑏] = 0

(1.79)

видно, что алгебра 𝔤 действует на �̃�, как на пространстве представления. В са-
мом общем случае, когда алгебра 𝔤 является полупростой, не очевидно, что
факторизованные Т-дуальности будут сохранять структуру дринфельдовского
дубля, а значит являться симметрией такой сигма-модели. Однако, есть выде-
ленный элемент группы O(𝑑,𝑑), очевидно являющийся симметрией:

𝐶A
B =

[︄
0 δ𝑎

𝑏

δ𝑎
𝑏 0

]︄
. (1.80)



41

Такая матрица меняет местами все генераторы 𝑇𝑎 со всеми генераторами 𝑇𝑎,
переводя тройку Манина (𝔤, �̃�, η) в (�̃�, 𝔤, η), очевидно отвечающую той же ал-
гебре Дринфельда.

Построим дуальные метрику и поле Калба–Рамона. Определим 𝑔 =

exp(𝑥𝑎𝑇𝑎) и вычислим компоненты соответствующей 1-формы: 𝑟′ = 𝑑𝑔𝑔−1 =

𝑑𝑥𝑎𝑇
𝑎. Присоединенное действие группового элемента 𝑔 на D задается следу-

ющими выражениями:

𝑔−1𝑇𝑎𝑔 = 𝑇𝑎 − 𝑥𝑏 𝑓𝑎𝑐𝑏𝑇 𝑐,
𝑔−1𝑇𝑎𝑔 = 𝑇𝑎.

(1.81)

Здесь важно заметить, что поскольку 𝑇𝑎 имеет индекс наверху, а координата
на групповом многообразии 𝑥𝑎—внизу, поле π𝑎𝑏 следует определять с ниж-
ними индексами. Получим π𝑎𝑏 = −𝑥𝑐 𝑓𝑎𝑏𝑐 и, соответственно, для (обратного)
обобщенного репера

𝐸′A
M =

[︄
δ𝑎

𝑚 0
𝑥𝑐 𝑓𝑚𝑏

𝑐 δ𝑚
𝑎

]︄
, (1.82)

где малые латинские буквы из середины и начала алфавита равнозначны. На-
конец, запишем матрицу H ′MN = 𝐸′M

A𝐸′N
BH ′AB = 𝐸′M

A𝐸′N
B𝐶AC𝐶B𝐷H𝐶𝐷.

Репер 𝐶M𝑁𝐸′N
A𝐶AB имеет вид верхнетреугольной матрицы и является O(𝑑,𝑑)

преобразованием, сдвигающем B-поле на 𝑥𝑐 𝑓𝑎𝑏
𝑐. Оставшиеся матрицы 𝐶M

𝑁

осуществляют серию факторизованных Т-дуальностей вдоль всех направле-
ний, буквально воспроизводя формулу неабелевой Т-дуальности (1.52).

Пуассон-лиева Т-дуальность.
Пусть теперь 𝑓𝑎𝑏

𝑐 ≠ 0, 𝑓𝑎𝑏𝑐 ≠ 0, то есть группа 𝐺 представляет неком-
мутативную симметрию сигма-модели. Нётеровские токи не сохраняются в
обычном смысле: 𝑑𝐽𝑎 ≠ 0. В таком случае дуальность, соответствующая за-
мене тройки Манина (𝔤, �̃�, η) на (�̃�, 𝔤, η) матрицей (1.80), обычно называется
пуассон-лиевой Т-дуальностью.

Пуассон-лиева Т-плюральность.
Естественно ожидать существование других матриц 𝐶AB, кроме факто-

ризованных Т-дуальностей или матрицы типа (1.80). Действительно, в работе
[38] на основе классификации Бьянки трехмерных алгебр Ли была постро-
ена классификация шестимерных классических дублей Дринфельда. Было
обнаружено, что существуют классические дубли Дринфельда, разложимые
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в тройки Манина более, чем двумя способами. Это означает, что существуют
сигма-модели, допускающие более двух эквивалентных описаний в терминах
фоновых полей. В работе [39] получены преобразования фоновых полей при
пуассон-лиевой Т-плюральности и предъявлены некоторые явные примеры.

Поясним, наконец, происхождение названия пуассон-лиевой Т-
дуальности. Для этого следует заметить, что бивекторное поле

π ≡ 1
2! π

𝑚𝑛 𝜕𝑚 ∧ 𝜕𝑛 ≡
1
2! π

𝑎𝑏 𝑒𝑎 ∧ 𝑒𝑏 , (1.83)

удовлетворяет следующим условиям:

π𝑞𝑚 𝜕𝑞π
𝑛𝑝 + π𝑞𝑛 𝜕𝑞π𝑝𝑚 + π𝑞𝑝 𝜕𝑞π𝑚𝑛 = 0 ,

L𝑣𝑎π
𝑚𝑛 = 𝑓𝑎

𝑏𝑐 𝑣𝑚𝑏 𝑣
𝑛
𝑐 ,

(1.84)

где 𝑣𝑚𝑎 = (𝑎−1)𝑎𝑏 𝑒𝑚𝑏 обозначает набор лево-инвариантных вектоных полей,
удовлетворяющих L𝑣𝑎𝑣𝑏 = 𝑓𝑎𝑏

𝑐 𝑣𝑚𝑐 . Таким образом, бивектор π является
пуассоновым и определяет дираковскую структуру на двойном касательном
расслоении и, эквивалентно, скобку Пуассона на многообразии. Далее по
аналогии будет определена намбу-лиева U-дуальность, естественным образом
связанная с тривектором, определяющим скобку Намбу. Стоит отметить, что
в литературе еще не сформировалось общепринятого именования для типов
дуальностей, поэтому иногда пуассон-лиевой Т-дуальностью называется пре-
образование с произвольной матрицей 𝐶.
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Глава 2. U-дуальность в супергравитации

2.1 БПС решения 11-мерной супергравитации

В работе [40] 1978 года при анализе алгебры суперсимметрии в высших
размерностях было впервые показано, что супергравитация может существо-
вать в размерности 11 и, более того, эта размерность является максимальной
для суперсимметричной теории без высших спинов (говоря современным язы-
ком). В том же году в работе Креммера, Джулиа и Шерка [41] было получено
действие для этой теории и преобразования суперсимметрии. Будучи макси-
мальной суперсимметричной теорией, теория супергравитации в 11 измере-
ниях со своего открытия считалась кандидатом на теорию, объединяющую
все взаимодействия. Однако, удовлетворительной схемы размерной редукции
не было найдено, и с открытием возбуждения спина 2 в спектре замкнутой
струны и схемы проекции, устраняющей тахион (ГШО), фокус внимания был
смещен в сторону двумерной сигма-модели. В 1980-е годы были открыты
симметрии Т-дуальности двумерной сигма-модели, описанные в предыдущей
главе. Скрытые симметрии 11-мерной супергравитации, компактифицирован-
ной на 7-мерный тор, называемые сейчас симметриями Креммера–Джулиа, к
тому времени были уже хорошо известны из работ 1978 года [42, 43]. В рабо-
те [44] 1992 года была показана связь между 11-мерной супергравитацией и
действием супермембраны в формулировке Грина–Шварца. А именно, в рабо-
те показано, что требование каппа-симметричности действия для мембраны
накладывает условия на фоновые суперполя, которые выполняются, если
удовлетворяются суперсвязи для полей 11-мерной супергравитации. Таким об-
разом, выполнение уравнений 11-мерной супергравитации для фоновых полей
мембраны оказывается достаточным для каппа-симметричности.

Ранее в работе [45] 1987 года было показано, что размерная редукция
действия для мембраны, намотанной на одно компактное измерение, воспро-
изводит в точности действие для фундаментальной струны. То есть, струна
является некоторым частным случаем мембраны. Наконец, в 1994 году в ра-
бота Хала и Таунсенда [46] было показано, что симметрии T- и S-дуальности
объединяются в более широкую группу симметрий, которую было предло-
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жено называть U-дуальностью (от слова unified). Соответствующие группы
являются дискретными версиями групп симметрий Креммера–Джулиа. В 1995
году в работе [5] Виттен предложил именовать такую объединенную тео-
риюМ-теорией. Более подробно историческое развитие взглядов наМ-теорию,
11-мерную супергравитацию и теорию струн описано в обзорах [47, 48, 49].
Соответствие симметрий дуальности, алгебры суперсимметрии, спектра реше-
ний и фундаментальных объектов и правила размерной редукции позволяют
утверждать, что 11-мерная супергравитация является низкоэнергетическим
описанием М-теории.

Максимальная 11-мерная супергравитация формулируется как локаль-
ная суперсимметричная теория, описывающая динамику метрики, гравитино
и калибровочного поля, представленного 3-формой. Особый интерес пред-
ставляют решения уравнений, сохраняющие половину суперсимметрий (16
суперзарядов), поскольку такие решения описывают фоновые поля, генериру-
емые отдельными фундаментальными объектами М-теории: М2, М5 бранами,
КК монополем и т.д. Выпишем действие для бозонной полей 11-мерной су-
пергравитации:

𝑆 =
1

16π𝐺 (11)
𝑁

∫
𝑑11𝑥

√︁
|𝐺 |

(︂
𝑅[𝐺] − 1

2 · 4!𝐺µνρσ𝐺
µνρσ

− 1
(144)2ε

µ1...µ11𝐺µ1...µ4𝐺µ5...µ8𝐶µ9µ10µ11

)︂
,

(2.1)

где 𝐺µνρσ = 4𝜕[µ𝐶νρσ] , а 𝐺 (11)
𝑁 обозначает гравитационную постоянную в 11

измерениях. Введем обозначение 𝑒µ𝑎 для репера, ψµ для гравитино и Γ𝑎 для
гамма-матриц в размерности 11 и выпишем преобразования суперсимметрии
теории

:

δε𝑒µ
𝑎 = − 𝑖2εΓ

𝑎ψµ,

δεψµ = 2∇µ[ω̃]ε +
𝑖

144
(︂
Γνρσλµ − Γρσλδµ

ν
)︂
𝐺νρσλε,

δε𝐶µνρ =
3
2 ε̄Γ[µνψρ] .

(2.2)

Ковариантная производная ∇µ[ω̃] определяется по отношению к спин-связ-
ности

ω̃µ
𝑎𝑏 = ωµ

𝑎𝑏(𝑒) + 𝐾µ𝑎𝑏 −
𝑖

16ψ̄𝑐Γ𝑒
𝑎𝑏𝑐𝑑ψ𝑑𝑒µ

𝑒,

𝐾µ
𝑎𝑏 = − 𝑖

16𝑒µ
𝑒ψ̄𝑐

[︂
− Γ𝑒

𝑎𝑏𝑐𝑑 − 4δ𝑒𝑐Γ[𝑎η𝑏]𝑑 − 2η𝑎𝑐η𝑏𝑑Γ𝑒
]︂
ψ𝑑,

(2.3)
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где η𝑎𝑏 — 11-мерная метрика Минковского, ψ𝑎 = 𝑒𝑎
µψµ, а ωµ𝑎𝑏(𝑒) — спин-

связность Леви–Чивита.
Рассмотрим 1/2БПС решения уравнений супергравитации, соответству-

ющие pp-волне, M2 и M5 бранам и монополю Калуцы–Клейна (КК6). Во всех
этих случаях 11-мерное пространство-время разбивается на 𝑝+1-мерную часть
вдоль направлений мирового объема и 10 − 𝑝-мерную часть вдоль транс-
версальных направлений. Из симметрийных соображений легко понять, что
зависимости полей от координат вдоль мирового объема не будет. Зависимость
от трансверсальных координат определяется гармонической функцией

𝐻 (𝑟) = 1 + 𝑘

𝑟8−𝑝 , (2.4)

где 𝑟 — радиальное трансверсальное расстояние, а постоянная 𝑘 зависит
от массы объекта и ньютоновской константы и, вообще говоря, является
квантованной. Решения уравнений супергравитации, соответствующие М2- и
М5-бранам, представляются следующими полевыми конфигурациями:

𝑀2 : 𝑑𝑠211 = 𝐻−
2
3𝑑𝑠21,2 + 𝐻

1
3𝑑𝑠28,

𝑑𝐶3 = Vol(Σ1,2) ∧ 𝑑𝐻−1,

𝐻 = 1 +
𝑙6𝑝

6(2π)8Ω7

1
𝑟6 ;

𝑀5 : 𝑑𝑠211 = 𝐻−
1
3𝑑𝑠21,5 + 𝐻

2
3𝑑𝑠25,

𝑑𝐶3 = ∗5𝑑𝐻,

𝐻 = 1 +
𝑙3𝑝

6(2π)8Ω4

1
𝑟3 .

(2.5)

Здесь Vol(Σ1,2) обозначает форму объема мирового листа Σ1,2 М2-браны, 𝑙𝑝
обозначает планковскую длину, ∗5 обозначает звезду Ходжа в трансверсальном
к М5-бране пространстве, а Ω𝑛 обозначает объем 𝑛-мерной единичной сферы.

Ω𝑛 =
2π 𝑛+1

2

Γ
(︂
𝑛+1

2

)︂ . (2.6)

Из приведенных выражений для тензора напряженности калибровочного по-
ля видно, что М5-брана взаимодействует с 3-формой 𝐶3 магнитно, тогда как
M2-брана является электрически заряженной по этому полю. Решения М2-
и М5-браны были получены в работе [50], их магнитные и электрические
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свойства и свойства более общего класса решений черных 𝑝-бран были про-
анализированы в [51].

Кроме конфигураций с ненулевым потоком тензора напряженности 3-
формы уравнения 11-мерной супергравитации допускают чисто метрические
решения: рр-волна и КК6-монополь (монополь Калуцы–Клейна) [52]. Соответ-
ствующие выражения для интервала имеют вид:

𝑝𝑝 : 𝑑𝑠211 = −𝑑𝑡2 + 𝑑ρ2 + (𝐻 − 1) (𝑑𝑡 + 𝑑ρ)2 + 𝑑𝑠29
𝐻 = 1 + 𝑘

𝑟7 ;

𝐾𝐾6 : 𝑑𝑠211 = 𝑑𝑠21,6 + 𝑑𝑠2𝑇𝑁
𝑑𝑠2𝑇𝑁 = 𝐻𝑑𝑦 𝑖𝑑𝑦 𝑖 + 𝐻−1(𝑑𝑧 + 𝐴𝑖𝑑𝑦 𝑖)2, 𝑖 = 1,2,3,

rot ®𝐴 = grad𝐻, 𝐻 = 1 + 𝑘

|𝑦 | .

(2.7)

КК6-монополь является аналогом монополя Калуцы–Клейна в пяти измерени-
ях [53, 54]. Геометрия пространства трансверсального к КК6-монополю имеет
вид четырехмерного гравитационного инстантона Taub–NUT. Асимптотически
такое пространство имеет геометриюℝ3×𝕊1, где окружность параметризуется
координатой 𝑧. Таким образом, о решении КК6-монополя имеет смысл гово-
рить, лишь если одна из координат является компактной, откуда и название.
Соответствующая фундаментальная 6-брана является магнитным партнером
рр-волны (в КК-редуцированной теории).

Зная гравитационный фон, генерируемый фундаментальным объектом,
можно вычислить натяжение, которое будет равно массе(энергии) единицы
мирового объема в ADM формализме. Алгоритм вычисления ADM (псев-
до)тензора энергии-импульса для асимптотически плоских гравитационных
полей следующий [55]. Представим метрику в виде 𝑔µν = ηµν + ℎµν, где ℎµν
—отличие (необязательно малое) полной метрики от плоского пространства с
метрикой ηµν. Понятно, что ℎµν → 0 на бесконечности. Раскладывая кривизну
Риччи по степеням ℎµν, запишем уравнение Эйнштейна следующим образом:

𝑅
(1)
µν −

1
2ηµν𝑅

(1)
ρσ η

ρσ = κ2𝑇µν, (2.8)

где 𝑅
(1)
µν обозначает вклады в тензор Риччи линейные по ℎµν, а 𝑇µν — все

оставшиеся после разложения члены. В таком виде левую часть уравнения, ли-
нейную по полю ℎµν, можно рассматривать как кинетический вклад, а правую
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часть — как тензор энергии-импульса для поля. Таким образом, 𝑇µν принима-
ется в качестве определения тензора энергии-импульса для решения 𝑔µν.

Запишем в явном виде линейный тензор Риччи:

𝑅
(1)
µν =

1
2
(︂
2𝜕ρ(µℎν)σ − 𝜕µνℎρσ − 𝜕ρσℎµν

)︂
ηρσ. (2.9)

В приложении к вычислению натяжения экстремальных бран М-теории и тео-
рии струн нас интересуют решения в размерности 𝐷 = 10,11 вида

𝑑𝑠2𝐷 = 𝑒𝐴𝑑𝑠2𝑑+1 + 𝑒
𝐵𝑑𝑠2𝐷−𝑑−1, (2.10)

где 𝑑 + 1 обозначает размерность мирового объема браны, а 𝐴,𝐵 являют-
ся функциями радиальной координаты в трансверсальном пространстве. Эти
функции, вообще говоря, всегда пропорциональны log 𝐻, где 𝐻 — гармониче-
ская функция в размерности 𝐷 − 𝑑 − 1, причем

(𝑑 − 1)𝐴 + (𝐷 − 𝑑 − 1)𝐵 = − log 𝐻. (2.11)

Тогда выражение для ADM массы, определяемой как обычно 𝑀 =
∫
𝑉
𝑇00, при-

нимает вид

𝑀 =
1

2κ2

∫
Σ

(︂
(𝑑 − 1)𝜕𝑖𝑒𝐴 + (𝐷 − 𝑑 − 1)𝜕𝑖𝑒𝐵

)︂
𝑑Σ𝑖. (2.12)

Здесь 𝑉 обозначает носитель функции 𝐻 в трансверсальном пространстве, а
Σ = 𝜕𝑉 — его граница, обычно, расположенная на бесконечно удаленном ра-
диусе. Используя свойство (2.11), получим окончательно

𝑀 = − 1
2κ2

∫
𝐻−1𝜕𝑖𝐻𝑑Σ

𝑖. (2.13)

Используя соотношение между постоянной Ньютона в 11 измерениях и план-
ковской длиной κ2 = 𝑙9𝑝/2(2π)8 получим для масс М2- и М5-бран:

T2 =
1
𝑙3𝑝
, T5 =

1
𝑙6𝑝
. (2.14)

Вычисление масс, соответствующих решениям рр-волны и КК6-моно-
поля, требует иного подхода. Действительно, пространство КК6-монополя не
является асимптотически плоским, и определение массы через ADM форма-
лизм не подходит. Заметим однако, что состояния, соответствующие рр-волне
на фоне пространства с одним компактным направлением и монополю явля-
ются магнитно-дуальными друг другу. Действительно, пусть импульс волны
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направлен вдоль компактного направления радиуса 𝑅, тогда компоненту мет-
рики 𝑔𝑡ρ можно рассматривать как электрический скалярный потенциал 𝐴𝑡

компактифицированной теории. Находим, что он равен потенциалу точечного
заряда в размерности девять:

𝐴𝑡 = 𝑔𝑡ρ =
𝑘

𝑟7 . (2.15)
Таким образом, взаимодействие рр-волны с гравифотоном является элек-
трическим. Считая компактное направление ρ идентичным направлению 𝑧

монопольного решения, получаем, что КК6 монополь взаимодействует с 9-
мерным гравифотоном магнитным образом. Масса одного КК состояния в
редуцированной теории обратно пропорциональна радиусу компактного из-
мерения, поэтому для массы рр-волны (на фоне с компактным направлением)
можем записать:

T0 =
1
𝑅
. (2.16)

Массу состояния, соответствующего КК монополю вычислим, используя усло-
вие квантования Дирака для экстремальных состояний. Для электрического и
магнитного зарядов 𝑒 и 𝑔 имеем 𝑒𝑔 = 2π. Для экстремальных состояний массы
равны зарядам, поэтому T𝐾𝐾 = T0𝑒−2. Заряд 𝑒 следует понимать, как постоян-
ную взаимодействия в калибровочной теории, полученной КК редукцией из
11 измерений в 10. Оставляя подробное рассмотрение размерной редукции на
тор, сфокусируемся на получении выражения для постоянной 𝑒. Стандартный
анзац для размерной редукции имеет вид:

𝑑𝑠2 = Φ(𝑥)2(𝑑𝑧 + 𝐴𝑖𝑑𝑥 𝑖)2 + 𝑑𝑠21,9, (2.17)
где Φ(𝑥) обозначает радиус компактного направления 𝑧, вообще говоря, зави-
сящий от оставшихся координат. Скалярная кривизна Риччи принимает вид:

𝑅11 = 𝑅10 + Φ−2(∇Φ)2 + 1
2Φ

2𝐹2, (2.18)
где 𝐹𝑖 𝑗 = 2𝜕[𝑖𝐴 𝑗] . Тогда часть Эйнштейна-Гильберта действия 11-мерной супер-
гравитации принимает вид:

𝑆11 =
1
𝑙9𝑝

∫
𝑑10𝑥

√︁
|𝑔10 |Φ

(︂
𝑅10 +

1
2Φ

2𝐹2 + Φ−2(∇Φ)2
)︂
. (2.19)

Фиксируя радиус Φ(𝑥) = 𝑅 получаем 𝑒−2 = 𝑅3/𝑙9𝑝. Окончательно для массы
состояния KK6 имеем:

T𝐾𝐾 =
𝑅2

𝑙9𝑝
. (2.20)
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2.2 Потенциалы и центральные заряды

2.2.1 М-теория

Поскольку 11-мерная супергравитация является низкоэнергетическим
описанием динамики М-теории и обладает тем же набором суперсиммет-
рий, 1/2БПС решения соответствуют фундаментальным объектам М-теории
и, соответственно, теории струн типа IIA после размерной редукции. Полное
действие таких объектов включает в себя кинетическую часть, имеющую вид
действия Дирака–Борна–Инфельда (DBI), и топологическую часть, описыва-
ющую минимальное взаимодействие с фоновыми калибровочными потенци-
алами (действие Весса–Зумино). Подробно действия для фундаментальных
объектов теории струн будут обсуждаться в Главе 5, сейчас же обратим вни-
мание на топологическое действие, которое для p-браны имеет следующий
схематический вид:

𝑆
𝑝

𝑊𝑍 = 𝑇𝑝

∫
Σ𝑝+1

𝐶(𝑝+1) + . . . . (2.21)

Здесь Σ𝑝+1 обозначает p+1-мерный мировой объем объекта, p+1-форма 𝐶(𝑝+1)
на является индуцированной на мировом объеме NS-NS или R-R формой,
заданной в объемлющем пространстве. Так, фундаментальная струна вза-
имодействует с 2-формой Калба–Рамона 𝐵(2), а фундаментальная М2-брана
— с 3-формой 𝐶(3) 11-мерной супергравитации. В работе [56] было показа-
но, что добавление топологического члена к действию p-мерного объекта в
формализме Грина–Шварца изменяет супералгебру сохраняющихся токов. Со-
храняющийся ток

𝑗𝑎,µ1...µ𝑝 = ε𝑎1...𝑎𝑝𝜕𝑎1𝑋
µ1 . . . 𝜕𝑎𝑝𝑋

µ𝑝 (2.22)

определяет ненулевой заряд 𝑇µ1...µ𝑝 =
∫
𝑑 𝑝σ 𝑗0µ1...µ𝑝, где индексы 𝑎,𝑏 = 0, . . . ,𝑝

нумеруют направления на мировом объеме, а индексы µ,ν = 0, . . . ,𝐷 —
направления в D-мерном объемлющем пространстве. В деформированной
супералгебре так определенный заряд играет роль центрального заряда, появ-
ляясь в правой части антикоммутационных соотношений для суперзарядов 𝑄.
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Рассмотрим алгебру суперсимметрии N = 1, 𝐷 = 11 и запишем (ан-
ти)коммутационные соотношения для суперзарядов со всеми возможными
центральными зарядами:

{𝑄α, 𝑄β} = (𝐶Γµ)αβ𝑍µ +
1
2 (𝐶Γµ1µ2)αβ𝑍µ1µ2 + 1

5! (𝐶Γµ1...µ5)αβ𝑍µ1...µ5,

[𝑄α, 𝑍µ...] = 0,
(2.23)

где обозначение 𝑃µ = 𝑍µ было введено для однородности обозначений. Со-
ответствие между центральными зарядами и фундаментальными объектами
М-теории строится следующим образом:. Рассмотрим для примера М2 брану и
пространственные компоненты 𝑍𝑚𝑛, вычисляемые как интеграл по нетриви-
альному 2-циклу, занимаемому браной:

𝑍𝑚𝑛 = 𝑄2

∫
𝑑2σ 𝑗0,𝑚𝑛 = 𝑄2

∫
Σ2
𝑑𝑋𝑚 ∧ 𝑑𝑋𝑛, (2.24)

где 𝑄2 — заряд браны. Соответствующий потенциал представлен компонента-
ми 𝐶0𝑚𝑛 3-формы в объемлющем пространстве. Рассуждая схожим образом,
получим потенциал 𝐶0𝑚𝑛𝑘𝑙𝑝 для компонент 𝑍𝑚𝑛𝑘𝑙𝑝 центрального заряда. По-
тенциал, заданный компонентами 6-формы, минимально взаимодействует с
M5-бране, являющейся магнитным монополем для М2-браны. Действитель-
но, пусть 𝐹(7) = ∗𝐹(4), где 𝐹(4) = 𝑑𝐶(3) — тензор напряженности потенциала
3-формы. Тогда можно показать, что уравнения на 3-форму 11-мерной супер-
гравитации могут быть записаны в виде тождеств Бьянки 𝑑(𝐹(7) + . . . ) = 0,
где точки обозначают члены, нелинейные по потенциалу. Отсюда следует, что,
по-крайней мере локально, можно определить магнитный потенциал 𝐶(6) как
𝑑𝐶(6) = 𝐹(7) + . . . Пятимерная мембрана электрически заряжена по магнит-
ному потенциалу.

Рассмотрим теперь компоненту 𝑍0𝑚𝑛𝑘𝑙, которая пропорциональна инте-
гралу по 6-циклу, занимаемому шестимерным объектом:

𝑍0𝑚1...𝑚4 = 𝑄𝐾ε
𝑚1...𝑚40𝑛1...𝑛6

∫
𝑑𝑋𝑛1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑋𝑛6 . (2.25)

Следуя [56], здесь предполагаем объемлющее пространство топологии плос-
кого тора. Данный объект оказывается КК6-монополем, фоновое простран-
ство которого предъявлено в предыдущей главе. Зная, что КК6-монополь
является магнитным партнером гравитона на пространстве-времени с од-
ним компактным направлением, найдем соответствующий электрический
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потенциал. Для линейных возбуждений роль тензора напряженности игра-
ют коэффициенты неголономности связности, определяемые через реперы 𝑒µ

µ̄

следующим образом:

𝑓µν
ρ = 2𝑒ρ̄ρ𝜕[µ𝑒ν] ρ̄, (2.26)

где индексы с чертой обозначают локальные индексы. Прямым вычислени-
ем можно показать, что для КК6 монополя только компоненты 𝑓µ̂ν̂

𝑧 ≠ 0,
где 𝑧 обозначает координату вдоль компактного направления, а µ̂ принимают
все значения, кроме 𝑧. Линеаризованные уравнения супергравитации таковы,
что для КК6-монополя можно определить магнитный потенциал стандартным
способом:

𝑓µ̂1...µ̂8𝑧
𝑧 = 8𝜕[µ̂1𝐴µ̂2...µ̂8]𝑧

𝑧. (2.27)
Так определенный магнитный потенциал решает задачу описания дуаль-
ного гравитона на линейном уровне, по видимому, впервые поставленную
в работе [57]. На более ковариантном языке магнитное взаимодействие
калуца–клейновского монополя с дуальным гравитоном удобно описывать
потенциалом смешанной симметрии 𝐴µ1...µ8,ν. При этом КК6-монополь взаи-
модействует только с компонентами потенциала, у которых один из индексов
µ𝑖 принимает то же значение, что и ν. Более подробно действие для КК5-
монополя теории струн типа IIA и его партнеров относительно Т-дуальности
будет описано в Главе 5.

Таблица 1 — Соответствие между компонентами центральных
зарядов, калибровочными потенциалами и бранами в 𝐷 = 11
𝑍0 𝑍𝑚 𝑍𝑚𝑛 𝑍𝑚𝑛𝑘𝑙𝑝 𝑍0𝑚 𝑍0𝑚𝑛𝑘𝑙

𝑔00 𝑔0𝑚 𝐶0𝑚𝑛 𝐶0𝑚𝑛𝑘𝑙𝑝 нет 𝐴0𝑚1...𝑚7,𝑛

масса импульс М2 М5 9-брана КК6

Компонента 𝑍0 соответствует пределу Богомольного массы 1/2БПС со-
стояния, а компоненты 𝑍𝑚 — импульсу. Наконец, компоненты 𝑍0𝑚 формально
соответствуют 9-бране, которая не является динамической и не взаимодей-
ствует с калибровочными потенциалами. Однако, такие браны играют суще-
ственную роль в моделях компактификаций М-теории, представляя границу
пространства [58]. Резюмируем соответствие между компонентами централь-
ных зарядов, калибровочными потенциалами и бранами в Таблице 1.
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2.2.2 Теория струн типа IIA

Пертурбативная теория струн типа IIA получается размерной редукцией
М-теории на окружность радиуса 𝑅𝑠, который связан со струнной константой
связи 𝑔𝑠, натяжением α′ и планковской длиной 𝑙𝑝 следующими соотношени-
ями:

𝑅𝑠

𝑙𝑝
= 𝑔𝑠

2
3 , 𝑙3𝑝 = 𝑔𝑠𝑙

3
𝑠 , α

′ =
1
𝑙2𝑠
. (2.28)

При этом в зависимости от ориентации относительно компактного направле-
ния, решение М2 браны уравнений 11-мерной супергравитации редуцируется
в решение фундаментальной струны или D2-браны уравнений 10-мерной су-
пергравитации типа IIA. Соответственно, решение М5-браны редуцируется
в решение NS5-браны или D4-браны, а KK6-монополь — в KK5-монополь
или D6-брану. Более того, в работах [45, 59] было показано, что действия
для фундаментальной струны и для D-бран воспроизводятся из действия для
М2-браны при размерной редукции. То же соответствие можно наблюдать в
спектре 1/2БПС состояний. Рассмотрим N = (1,1), 𝐷 = 10 супералгебру с
центральными зарядами, добавленными по тому же принципу, что и в преды-
дущем разделе:

{𝑄α,𝑄β} = (𝐶Γµ)αβ𝑃µ + (𝐶Γ𝑠)αβ𝑍 +
1
2 (𝐶Γ𝑠Γµν)αβ𝑍

µν

+ (𝐶Γ𝑠Γµ)αβ𝑍µ +
1
4! (𝐶Γ𝑠Γµνρσ)αβ𝑍

µνρσ + 1
5! (𝐶Γ𝑠Γµνρστ)αβ𝑍

µνρστ,

(2.29)

где греческие индексы µ,ν, · · · = 0, . . . ,9 нумеруют направления в 10-мерном
пространстве-времени, а Γ𝑠 = Γ0 . . . Γ9 обозначает оператор киральности. Им-
пульс 𝑃µ и центральные заряды 𝑍, 𝑍µ, 𝑍µν, 𝑍µ1...µ4, 𝑍µ1...µ5 очевидным образом
связаны с импульсом и центральными зарядами 11-мерной супералгебры с
дополнительным соотношением 𝑃∗ = 𝑍, где ∗— компактное направление.

Таблица 2 — Соответствие между компонентами центральных
зарядов, калибровочными потенциалами и бранами в 𝐷 = 10
𝑍 𝑍0 𝑍𝑚 𝑍0𝑚 𝑍𝑚𝑛 𝑍0𝑚𝑛𝑘 𝑍𝑚𝑛𝑘𝑙 𝑍0𝑚𝑛𝑘𝑙 𝑍𝑚𝑛𝑘𝑙𝑝

𝐶0 нет 𝐵0𝑚 нет 𝐶0𝑚𝑛 𝐶0𝑚𝑛𝑘𝑙𝑝𝑞 𝐶0𝑚𝑛𝑘𝑙 𝐴0𝑚𝑛𝑘𝑙𝑝𝑞,𝑞 𝐷0𝑚𝑛𝑘𝑙𝑝
D0 9-брана F1 D8 D2 D6 D4 KK5 NS5
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При так называемой двойной размерной редукции, когда компактное
направление расположено вдоль мирового объема р-браны, размерность объ-
екта понижается, и масса T𝑝−1 полученной 𝑝 − 1-браны связана с массой T𝑝
начальной браны соотношением

T𝑝−1 = 𝑅𝑠T𝑝. (2.30)

Дополнительный фактор 𝑅𝑠 возникает из интегрирования вдоль компактного
направления в определении ADM массы. Такая редукция также называется
диагональной, а полученные состояния принято называть намотанными или
продольными бранами.

Наивно можно было бы считать, что это единственный способ располо-
жения браны в пространстве с компактным изометрическим направлением,
поскольку в трансверсальном к бране направлении нет подобных изомет-
рий. Однако, можно рассмотреть т.н. размазанные решения, соответствующие
стопке бран, выстроенных вдоль некоторого направления. Очевидно, это
направление будет изометрическим, а степень зависимости от радиуса в гар-
монической функции изменится на единицу:∫ ∞

−∞

𝑑𝑧(︁
𝑧2 + ρ2)︁ 8−𝑝

2
∼ 1
ρ7−𝑝 . (2.31)

Таким образом, натяжение результирующей браны остается таким же, как и
у начальной. Такая процедура обычно называется прямой или вертикальной
редукцией, а соответствующие состояния — ненамотанными или трансвер-
сальными бранами. В Таблице 2 показано соответствие между центральными
зарядами супералгебры типа IIA в размерности 10, калибровочными по-
тенциалами 10-мерной супергравитации типа IIA и бранами, полученными
описанными выше редукциями из мембран и монополя М-теории.

В Таблице 3 перечислены состояния, возникающие из диагональной и по-
перечной редукции М2, М5 бран, монополя КК6 и КК мод импульса. Причем,
в случае КК6-монополя есть три возможных способа редукции, в зависимо-
сти от направления компактного измерения: вдоль браны, поперек браны и
вдоль специального Taub-NUT-цикла. В первом и в последнем случае полу-
чаются стандартные КК5-монополь и D6-брана теории струн соответственно.
Тогда как поперечная редукция дает новый тип браны, который, следуя [60],
обозначим 61

3. В этом обозначении цифра 6 показывает число направлений ми-
рового объема, верхний индекс 1 показывает количество специальных циклов,
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Таблица 3 — КК-редукция мембран и монополя М-теории в браны
и монополь теории струн типа IIA (см. пояснения в тексте)

М-теория масса (натяжение) Типа IIA
продольная М2 T1 =

𝑅𝑠
𝑙3𝑝
= 1

𝑙2𝑠
F1-струна

поперечная М2 T2 = 1
𝑙3𝑝
= 1

𝑔𝑠𝑙
3
𝑠

D2-брана
продольная М5 T4 =

𝑅𝑠
𝑙6𝑝
= 1

𝑔𝑠𝑙
5
𝑠

D4-брана
поперечная М5 T5 = 1

𝑙6𝑝
= 1

𝑔2
𝑠 𝑙

6
𝑠

NS5-брана
продольная KK мода T0 = 1

𝑅𝑠
= 1

𝑔𝑠𝑙𝑠
D0-брана

поперечная KK мода T0 = 1
𝑅𝑚

= 1
𝑅𝑚

KK-мода
продольный KK6 T𝐾𝐾 =

𝑅𝑠𝑅
2
𝑇𝑁

𝑙92
=

𝑅2
𝑇𝑁

𝑔2
𝑠 𝑙

8
𝑠

KK5
KK6-монополь с 𝑅𝑠 = 𝑅𝑇𝑁 T6 =

𝑅2
𝑠

𝑙9𝑝
= 1

𝑔𝑠𝑙
7
𝑠

D6-брана

поперечный KK6 T6 =
𝑅2
𝑇𝑁

𝑙9𝑝
=

𝑅2
𝑇𝑁

𝑔3
𝑠 𝑙

9
𝑠

61
3-брана

а нижний индекс 3 показывает степень константы 𝑔𝑠 в знаменателе выражения
для массы. Здесь следует отметить, что все состояния в таблице выше мож-
но разделить на классы, в зависимости от степени 𝑔𝑠 в знаменателе. Таким
образом мы имеем для степени α = 0 браны, включающие фундаменталь-
ную струну и КК моды; α = 1 браны, включающие все Дирихле браны D0,
D2, D4, D6; α = 2 браны, включающие NS5-брану и КК5-монополь; и од-
ну α = 3 брану, обозначенную 61

3. Такая классификация удобна тем, что
преобразование Т-дуальности, будучи пертурбативной симметрией, не меняет
зависимости массы состояния от 𝑔𝑠. Поэтому состояния, принадлежащие орби-
те Т-дуальности, будут иметь одинаковую степень 𝑔𝑠. Напротив, S-дуальность
меняет 𝑔𝑠 → 1/𝑔𝑠, связывая браны разных классов.

2.3 T-дуальность

Рассмотрим действие преобразований Т-дуальности на 1/2БПС состоя-
ния, соответствующие бранам теории струн, как описано в предыдущей главе.
Для этого из всей группы O(𝑑,𝑑;ℤ) выделим только преобразования опреде-
ленного класса, а именно вейлевские отражения и борелевские генераторы
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алгебры. Группа Вейля для некоторой алгебры 𝔤 определяется как группа
симметрий корневой системы алгебры 𝔤, и позволяет восстановить все кор-
ни по простым корням. Борелевская подалгебра содержит элементы алгебры,
соответствующие неотрицательным корням алгебры, и может быть определе-
на как подалгебра, стабилизирующая старший вес представления. В терминах
действия на метрику и B-поле определим вейлевские преобразования как со-
храняющие конфигурацию

𝑔𝑖 𝑗 = 𝑅2
𝑖 δ𝑖 𝑗, 𝐵𝑖 𝑗 = 0. (2.32)

Другими словами, вейлевские элементы ортогональной группы переводят
плоский тор в плоский тор и не генерируют ненулевое B-поле. Среди всех
элементов вейлевской группы выделим отдельно элементы 𝑆𝑖 𝑗 : 𝑅𝑖 ↔ 𝑅 𝑗,
принадлежащие модулярной группе тора 𝑆𝐿(𝑑,ℤ), и элементы 𝑇𝑖 𝑗 : (𝑅𝑖,𝑅 𝑗) →
(α′/𝑅 𝑗,α′/𝑅𝑖). Среди всех таких элементов можно выбрать минимальное мно-
жество, которое генерирует все вейлевские отражения:

𝑆𝑖 : 𝑅𝑖 ↔ 𝑅𝑖+1, 𝑖 = 1, . . . ,𝑑 − 1,

𝑇 : (𝑔𝑠,𝑅1,𝑅2) →
(︃
𝑔𝑠

𝑅1𝑅2
,
α′

𝑅2
,
α′

𝑅1

)︃
.

(2.33)

Таким образом видим, что вейлевская группа W(SO(𝑑,𝑑;ℤ)) для группы
SO(𝑑,𝑑;ℤ) генерируется преобразованием Т-дуальности ℤ2 и группой пере-
становок S𝑑 d-мерного тора:

W(SO(𝑑,𝑑;ℤ)) = ℤ2 Z S𝑑 . (2.34)

Покажем, что так определенные преобразования действительно явля-
ются отражениями корней алгебры 𝔰𝔬(𝑑,𝑑). Простые корни α0,α1, . . . ,α𝑑−1
алгебры типа 𝐷𝑑 удовлетворяют соотношениям

α2
𝑖 = α

2
0 = 2,

(α𝑖 · α𝑖+1) = (α2 · α0) = −1.
(2.35)

Соответствующая диаграммаДынкина представлена на Рис. 2.1. В этих обозна-
чениях действие элементов группы Вейля на вес λ соответствует отражению в
плоскости, перпендикулярной некоторому простому корню α:

λ→ λ − 2 (α · λ)
α2 α. (2.36)
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. . .

α1

α0

α2 α3 α𝑑−1

Рисунок 2.1 — Диаграмма Дынкина алгебры 𝔰𝔬(𝑑,𝑑) с обозначениями для
простых корней.

Удобно представить простые корни α0, . . . ,α𝑑−1 в виде следующих ком-
бинаций 𝑑 векторов 𝑒1, . . . , 𝑒𝑑 образующих ортонормированную систему:

α𝑖 = 𝑒𝑖+1 − 𝑒𝑖,
α0 = 𝑒1 + 𝑒2.

(2.37)

Включая струнную константу связи 𝑔𝑠 в набор параметров, определяющих
1/2БПС состояние, рассмотрим вектор φ с компонентами

φ = (ln 𝑔𝑠, ln 𝑅1, . . . , ln 𝑅𝑑), (2.38)

принадлежащий некоторому векторному пространству 𝑉 размерности 𝑑 + 1.
Пусть базис в пространстве 𝑉 задан 𝑑 векторами {𝑒𝑖} и вектором 𝑒0, опреде-
ленном следующими соотношениями:

𝑒2
0 = −1, (𝑒0 · 𝑒𝑖) =

1
2 . (2.39)

Тогда натяжение для любого 1/2БПС объекта теории струн можно предста-
вить в виде:

T = 𝑒(φ·λ) = 𝑔𝑥
0
𝑠 𝑅

𝑥1
1 · · · 𝑅𝑥

𝑑

𝑑 . (2.40)

Таким образом, вектор λ = 𝑥0𝑒0+ 𝑥1𝑒1+ · · · + 𝑥𝑑𝑒𝑑 можно понимать, как вектор,
параметризующий состояние в БПС спектре с массой T . Действие операто-
ров 𝑆𝑖 и 𝑇 , определенных выше, на такой вектор λ при неизменном векторе
φ оказывается следующим:

𝑆𝑖 : λ = · · · + 𝑥 𝑖𝑒𝑖 + 𝑥 𝑖+1𝑒𝑖+1 + · · · → · · · + 𝑥 𝑖+1𝑒𝑖 + 𝑥 𝑖𝑒𝑖+1 + · · · ,
𝑇 : λ = 𝑥0𝑒0 + 𝑥1𝑒1 + 𝑥1𝑒2 + · · · → 𝑥0𝑒0 − (𝑥2 + 𝑥0)𝑒1 − (𝑥1 + 𝑥0)𝑒2 + · · · .

(2.41)
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Записывая действие операторов 𝑆𝑖 и 𝑇 в матричном виде

𝑆𝑖 =

0 1 𝑖 𝑖 + 1 𝑑⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

0 1
1 . . .

1
𝑖 0 1

𝑖 + 1 1 0
1

. . .

𝑑 1

, 𝑇 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0
−1 0 −1
−1 −1 0

1
. . .

1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

(2.42)
легко видеть, что они представляют ортогональные преобразования в про-
странстве, наделенном метрикой

𝑑𝑠2 = −(𝑑𝑥0)2 + 𝑑𝑥 𝑖𝑑𝑥 𝑖 − 𝑑𝑥0(𝑑𝑥1 + · · · + 𝑑𝑥𝑑). (2.43)

Именно такая метрика индуцируется в пространстве 𝑉 базисом {𝑒0,𝑒𝑖}. На-
конец, в терминах простых корней {α0,α𝑖} преобразования (2.41) можно
переписать в виде вейлевских отражений:

𝑆𝑖 : λ→ λ − 2 (α𝑖,λ)
α2
𝑖

α𝑖,

𝑇 : λ→ λ − 2 (α0,λ)
α2

0
α0.

(2.44)

Здесь следует отметить, что во-первых, λ является вектором в 𝑑 + 1–мерном
пространстве 𝑉, во-вторых, метрика на этом пространстве является знакопе-
ременной. Это видимое несоответствие определению группы Вейля несложно
устранить, заметив, что преобразования 𝑆𝑖 и 𝑇 оставляют инвариантной гра-
витационную постоянную, пропорциональную 𝑔−2

𝑠 𝑅1 · · · 𝑅𝑑. В таком случае все
отражения ограничены гиперплоскостью, ортогональной вектору

δ = 𝑒1 + · · · + 𝑒𝑑 − 2𝑒0. (2.45)

Действительно, при отражениях в плоскостях, перпендикулярных {α0,α𝑖} век-
тор δ не меняется, поскольку все простые корни ему ортогональны. В итоге,
ограничение операторов 𝑆𝑖 и 𝑇 на векторы, удовлетворяющие условию (δ ·λ) =
𝑥0 = 0 воспроизводит буквально группу Вейля группы SO(𝑑,𝑑;ℤ).
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Установленное соответствие между 1/2БПС состояниями и весами в
пространстве представления алгебры 𝔰𝔬(𝑑,𝑑) позволяет применить методы
теории представлений к изучению орбит группы Т-дуальности. В качестве
представителя орбиты удобно выбрать старший вес, понижая который вей-
левскими и борелевскими генераторами можно получить всю орбиту. Следует
отметить, что, поскольку отражения Вейля сохраняют длину вектора, гене-
раторы борелевского типа должны быть с необходимостью включены, чтобы
получить всю орбиту. Поскольку все веса представления можно получить как
целочисленные комбинации фундаментальных весов λ(𝑖), определенных как
векторы на решетке весов, дуальные простым корням (λ(𝑖) · α 𝑗) = −δ𝑖 𝑗, доста-
точно рассмотреть только их. В терминах базиса {𝑒0,𝑒𝑖} имеем:

λ(0) = −𝑒0, 𝑀𝐷 =
1
𝑔𝑠
,

λ(1) = 𝑒1 − 𝑒0, 𝑀𝑤𝐷 =
𝑅1
𝑔𝑠
,

λ(2) = 𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒0, 𝑀𝑤𝑤𝑁𝑆 =
𝑅1𝑅2
𝑔2
𝑠

,

...

λ(𝑑−2) = 𝑒1 + 𝑒2 . . . 𝑒𝑑−2 − 2𝑒0, 𝑀𝑤...𝑤𝑁𝑆 =
𝑅1 . . . 𝑅𝑑−2

𝑔2
𝑠

,

λ(𝑑−1) = 𝑒1 + 𝑒2 . . . 𝑒𝑑−1 − 𝑒0 = (δ) − 𝑒𝑑, 𝑀𝑤𝐹 =
1
𝑅𝑑
,

(2.46)

где буквами 𝐷,𝑁𝑆 и 𝐹 обозначены соответственно Дирихле браны, NS5-брана
и фундаментальная струна. Буква 𝑤 перед обозначением объекта обозна-
чает намотанность. Обозначение 𝑤𝐹 подчеркивает, что калуца–клейновские
состояния принадлежат той же орбите, что и намотанная струна. На уровне
решений уравнений супергравитации в этом можно убедиться, проверив Т-
дуальность между намотанной струной и pp-волной.

Продемонстрируем описание орбиты NS5-браны, полностью намотанной
на тор, в терминах действия отражений Вейля на соответствующий фундамен-
тальный вес

λ50
2 = 𝑒1 + 𝑒2 + 𝑒3 + 𝑒4 + 𝑒5 − 2𝑒0, 𝑀50

2
=
𝑅1 . . . 𝑅5

𝑔2
𝑠

. (2.47)

Здесь вместо громоздкого обозначения 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑁𝑆5 использовано 50
2, пока-

зывающее, что брана имеет 5 намотанных направлений и зависит от 𝑔−1
𝑠 в
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степени 2. Очевидно, что преобразование 𝑇 не меняет выбранный вес, что
соответствует Т-дуальности вдоль продольных направлений NS5-браны. При
этом преобразование 𝑇56 переводит состояние 𝑀50

2
в

𝑀51
2
=
𝑅1𝑅2𝑅3𝑅4𝑅6𝑅2

5
𝑔2
𝑠

, (2.48)

соответствующее КК5-монополю, намотанному на направления 1,2,3,4,6 и
специальным Taub-NUT циклом вдоль направления 5. Такое преобразование
может быть представлено как последовательные отражения в плоскостях, пер-
пендикулярных векторам α, α0 и β, где

α = α2 + α3 + α4 + α5 = 𝑒6 − 𝑒2,

β = α1 + α2 + α3 + α4 = 𝑒5 − 𝑒1.
(2.49)

Первое преобразование соответствует перестановке радиусов 𝑅2 и 𝑅6, второе
преобразование является просто Т-дуальностью 𝑇 , третье — переставляет ра-
диусы 𝑅1 и 𝑅5. Таким образом имеем:

λ51
2
= λ50

2
+ β + α0 + α. (2.50)

Следующий элемент орбиты, можно получить при помощи Т-дуальности 𝑇67,
опять представимой в виде комбинации 𝑆𝑖 и 𝑇 . Получим состояние с массой

𝑀52
2
=
𝑅1𝑅2𝑅3𝑅4𝑅7𝑅2

5𝑅
2
6

𝑔2
𝑠

, (2.51)

соответствующее экзотической 52
2-бране, имеющей два специальных цикла

вдоль направлений 5 и 6, и намотанной на направления 1,2,3,4,7. Следующие
элементы орбиты представляют 53

2 и 54
2 браны, на чем состояния, соответству-

ющие NS 5-бранам исчерпываются. Более подробно экзотические браны и их
описание в рамках ковариантных теорий будут обсуждаться в Главе 5.

2.4 U-дуальность

Преобразования Т-дуальности, рассмотренные ранее, являются пертур-
бативными симметриями теории струн и действуют независимо в каждом
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порядке по константе связи 𝑔𝑠. С точки зрения полной теории, включающей
11-мерные вакуумы, константа связи связана с радиусом 11-го измерения 𝑅𝑠
соотношением

𝑅𝑠 = 𝑔
2
3
𝑠 𝑙𝑝, 𝑙3𝑝 = 𝑔𝑠𝑙

3
𝑠 , (2.52)

где 𝑙𝑝 — планковская длина. Перепишем преобразования 𝑇𝑖 𝑗 в терминах ради-
усов полного 11-мерного пространства:

𝑇𝑖 𝑗 : 𝑅𝑖 →
𝑙3𝑝
𝑅 𝑗𝑅𝑠

, 𝑅 𝑗 →
𝑙3𝑝
𝑅𝑖𝑅𝑠

, 𝑅𝑠 →
𝑙3𝑝
𝑅𝑖𝑅 𝑗

, 𝑙3𝑝 →
𝑙6𝑝

𝑅𝑖𝑅 𝑗𝑅𝑠
. (2.53)

Учитывая дополнительно группу перестановок любой пары радиусов 𝑅𝐼 =

{𝑅𝑖,𝑅𝑠}, получим преобразования

𝑇𝐼 𝐽𝐾 : 𝑅𝐼 →
𝑙3𝑝

𝑅𝐽𝑅𝐾
, 𝑅𝐽 →

𝑙3𝑝
𝑅𝐼𝑅𝐾

, 𝑅𝐾 →
𝑙3𝑝

𝑅𝐼𝑅𝐽
, 𝑙3𝑝 →

𝑙6𝑝
𝑅𝐼𝑅𝐽𝑅𝐾

. (2.54)

Поскольку все радиусы входят в это выражение на равных правах, такие пре-
образования являются существенно непертурбативными, выходя за рамки
группы Т-дуальности теории струн. Конкретнее, 𝑇𝐼 𝐽𝐾 представляют нетриви-
альную часть группы U-дуальности, являющейся комбинацией Т-дуальности
и S-дуальности [46]. Выбирая, как прежде, элементы 𝑇 = 𝑇123 и перестановки
𝑆𝐼 получим группу Вейля группы U-дуальности

W(𝐸𝑑) = ℤ2 Z S𝑑 . (2.55)

Покажем, что преобразования 𝑇 и перестановки 𝑆𝐼 действительно гене-
рируют вейлевские отражения в системе корней алгебры 𝔢𝑑. Следуя тому же
алгоритму, введем форму φ = (3 ln 𝑙𝑝, ln 𝑅1, . . . , ln 𝑅𝑑) на 𝑑 + 1–мерном век-
торном пространстве 𝑉𝑑+1 с базисом bas𝑉 = {𝑒0,𝑒1, . . . ,𝑒𝑑}. Каждому 1/2БПС
состоянию с массой

T = 𝑙3𝑥
0

𝑝 𝑅𝑥
1

1 . . . 𝑅𝑥
𝑑

𝑑 (2.56)

сопоставим весовой вектор λ = 𝑥0𝑒0 + 𝑥1𝑒1 + · · · + 𝑥𝑑𝑒𝑑 так, что T = exp(λ,φ).
В матричном виде действие операторов 𝑇 и 𝑆𝐼 на пространстве 𝑉𝑑+1 можно
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записать следующим образом:

𝑆𝐼 =

0 1 𝐼 𝑑⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

0 1
1 . . .

1
𝐼 0 1

1 0
1

. . .

𝑑 1

, 𝑇 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 1 1 1
−1 0 −1 −1
−1 −1 0 −1
−1 −1 −1 0

1
. . .

1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

(2.57)
Полученные матрицы являются ортогональными по отношению к метрике
𝑑𝑠2 = (𝑑𝑥0)2 + (𝑑𝑥 𝐼)2, определяемой соотношениями ортогональности на ба-
зисные вектора:

𝑒2
0 = 1, (𝑒𝐼 · 𝑒𝐽) = δ𝐼 𝐽, (𝑒0 · 𝑒𝐼) = 0. (2.58)

Простые корни α0,α1, . . . ,α𝑑−1 алгебры 𝔢𝑑 удобно выразить в терминах базис-
ных векторов соотношениями

α𝐼 = 𝑒𝐼+1 − 𝑒𝐼, 𝐼 = 1, . . . ,𝑑 − 1, α0 = 𝑒1 + 𝑒2 + 𝑒3 − 𝑒0. (2.59)

Действительно, так определенные векторы α0,α𝐼 удовлетворяют стандартным
соотношениям для корней алгебры 𝔢𝑑:

(α𝐼)2 = (α0)2 = 2, (α𝐼 · α𝐼+1) = (α3 · α0) = −1. (2.60)

Соответствующая диаграмма Дынкина представлена на Рис. 2.2. В этих тер-

. . .

α1

α0

α2 α3 α4 α𝑑−1

Рисунок 2.2 — Диаграмма Дынкина алгебры 𝔢𝑑 с обозначениями для простых
корней.
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минах преобразования 𝑇123 и 𝑆𝐼 могут быть представлены вейлевскими отра-
жениями:

𝑇123 : λ→ λ − 2 (λ · α0)
α2

0
α0,

𝑆𝐼 : λ→ λ − 2 (λ · α𝐼)
α2
𝐼

α𝐼 .

(2.61)

Таким образом, заключаем, что группой симметрий состояний супералгебры
N = 1 в размерности 11 на фоне d-мерного тора является группа E𝑑 (ℤ). Точнее
будет сказать, что алгеброй симметрий является 𝔢𝑑(𝑑), что означает макси-
мальную разделенную действительную форму алгебры 𝔢𝑑.

Из диаграммы Дынкина видно, что алгебра 𝔢𝑑 содержит 𝔰𝔬(𝑑 − 1,𝑑 − 1)
(ее разделенная действительная форма) в качестве подалгебры. Соответству-
ющая диаграмма Дынкина получается стиранием корня α1 на диаграмме на
Рис. 2.2. В терминах М-теории это соответствует размерной редукции из 11 в
10 измерений. Стирание корня α0 дает группу GL(𝑑) модулярных симметрий
d-мерного тора. Это геометрическая подгруппа полной группы U-дуальности.
Стирание корней с самого правого конца диаграммы Дынкина соответствует

Таблица 4 — Симметрии U-дуальности в разных размерностях.
Указано число ненулевых корней 𝑁𝑟 и размерность представления
R1, определяющего моды намотки бран (см. далее).

d 2 3 4 5 6 7 8 9
E𝑑 SL(2) SL(3)×SL(2) SL(5) SO(5,5) E6 E7 E8 E9
𝑁𝑟 2 6+2 20 40 72 126 240 ∞

dimR1 3 3+3 10 16 27 56 248 ∞

уменьшению размерности тора на единицу и изменению группыU-дуальности.
В Таблице 4 показаны группы U-дуальности для состояний N = 1 алгебры на
𝑑–мерном торе, число ненулевых корней 𝑁𝑟. Размерность представления R1
равна количеству независимых (полных) намоток бран на 𝑑 одномерных цик-
лов плюс число мод импульса вдоль этих циклов.
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Как и в случае Т-дуальности, орбиты группы U-дуальности удобно изу-
чать, начиная с фундаментальных весов. В случае алгебры 𝔢𝑑 имеем:

λ(0) = −𝑒0, 𝑀𝑀2 =
1
𝑙3𝑝
,

λ(1) = 𝑒1 − 𝑒0, 𝑀𝑤𝑀2 =
𝑅1
𝑔𝑠
,

λ(2) = 𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒0, 𝑀𝑤𝑤𝑀5 =
𝑅1𝑅2
𝑔2
𝑠

,

...

λ(𝑑−2) = 𝑒1 + 𝑒2 . . . 𝑒𝑑−2 − 2𝑒0, 𝑀𝑤...𝑤𝑁𝑆 =
𝑅1 . . . 𝑅𝑑−2

𝑔2
𝑠

,

λ(𝑑−1) = 𝑒1 + 𝑒2 . . . 𝑒𝑑−1 − 𝑒0 = (δ) − 𝑒𝑑, 𝑀𝑤𝐹 =
1
𝑅𝑑
.

(2.62)

Из представленного анализа можно заключить, что группой симметрий
М-теории на фоне тора размерности d=9,8, . . . ,2 является группа 𝐸𝑑 (ℤ), ес-
ли обозначить 𝐸2 = 𝑆𝐿(2), 𝐸3 = 𝑆𝐿(3) × 𝑆𝐿(2), 𝐸4 = 𝑆𝐿(5), 𝐸5 = 𝑆𝑂(5,5).
При этом группа 𝐸9 = 𝐸8+ является бесконечномерной и соответствует ал-
гебре Каца–Муди, полученной из алгебры 𝔢8 добавлением одного мнимого
корня. Таким образом, полной группой симметрии М-теории на 11-мерном
торе должна являться правильным образом определенная бесконечномерная
группа E11. Настоящая диссертация посвящена исследованию теорий с конеч-
ными группами U-дуальности. Исследование групп симметрий М-теории E10 и
E11 представлено в литературе работами [61, 62, 63, 64, 65, 66, 67].

2.5 Симметрии Креммера–Джулиа

Поскольку 11-мерная супергравитация является приближением низких
энергий, описывающей динамику фоновых полей М-теории, размерная редук-
ция на d-мерный тор также должна демонстрировать симметрию 𝐸𝑑. Впервые
об открытии симметрии E7 максимальной супергравитации в размерности
4 было объявлено в 1978 году в краткой заметке Креммера и Джулиа [43]
(4 страницы). Соответствующие вычисления вскоре были более подробно
разобраны на 72 страницах в последующей работе [42]. Инвариантность
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максимальной супергравитации в размерности 𝐷 = 3,4,5,6,7 относительно
преобразований из групп E𝑑 с 𝑑 = 8,7,6,5,4 была показана в работах [68,
69, 70, 71, 72].

В схемах размерной редукции 11-мерной супергравитации на тор полная
симметрия Креммера–Джулиа возникает как расширение глобальной геомет-
рической симметрии внутреннего тора калибровочными преобразованиями
потенциала три формы и преобразованиями U-дуальности, рассмотренными
в предыдущей главе. Удобнее всего работать в формализме 1.5 рода, в ко-
тором действие для супергравитации формулируется в терминах репера и
спин-связности, которая при этом считается удовлетворяющей условию на
кручение. Пусть 𝐸µ̂α̂ — репер, задающий метрику в 11-мерном пространстве
по стандартному правилу

𝐺µ̂ν̂ = 𝐸µ̂
α̂𝐸ν̂

β̂ηαβ. (2.63)

Здесь ηαβ обозначает плоскую метрику, индексы µ̂,ν̂ = 0, . . . ,10 нумеруют
координаты 𝑥µ̂ в 11-мерном пространстве, индексы α̂, β̂ являются локаль-
ными. Для размерной редукции из 11 в 𝐷 измерений разделим координаты
𝑥µ̂ = (𝑥µ, 𝑦𝑚), где греческие индексы µ = 0, . . . ,𝐷 − 1 нумеруют координаты
внешнего пространства, а 𝑚,𝑛 = 1, . . . ,𝑑 нумеруют координаты внутреннего
пространства. При размерной редукции на тор считается, что все поля не за-
висят от внутренних координат 𝑦𝑚. Более точно, поля следует разложить по
гармоникам, удовлетворяющим условию периодичности на каждом из циклов
тора. Пусть 𝑅1, . . . ,𝑅𝑑 обозначают радиусы d-мерного тора, тогда разложение
для скалярного поля будет иметь вид:

φ(𝑥,𝑦) =
∑︁
®𝑛
φ®𝑛(𝑥)𝑒

2π𝑖𝑛1 𝑦1
𝑅1 . . . 𝑒

2π𝑖𝑛𝑑 𝑦𝑑
𝑅𝑑 , (2.64)

где мультииндекс ®𝑛 = (𝑛1, . . . ,𝑛𝑑) имеет компоненты 𝑛𝑚 ∈ ℤ. Такое разло-
жение допускает ограничение теории на нулевые моды, т.е. соответствующие
®𝑛 = (0, . . . ,0). Известно, что редукция на тор является самосогласованной.
Самосогласованность редукции является исключительно важным требовани-
ем при построении схем компактификации из более высоких размерностей.
Действительно, вообще говоря, для произвольного компактного многообра-
зия, выбранного в качестве внутреннего пространства, априори не очевидно,
что уравнения не будут перемешивать моды с разными значениями ®𝑛. Нетри-
виальное перемешивание мод в уравнениях движения приводит к тому, что
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кладя равными нулю все ненулевые моды, мы можем получить некоторые
дополнительные условия на поля. Причем, эти условия вообще говоря мо-
гут не следовать из редуцированного Лагранжиана, приводя к тому, что не
все решения редуцированной теории могут быть подняты до решения пол-
ной теории. Таким образом, самосогласованная редукция теории дает теорию
в более низкой размерности, все решения которой являются решениями урав-
нений полной теории. Известно, что торические редукции обладают таким
свойством. Другим классом редукций, представляющих особый интерес, яв-
ляются редукции на пространства Фройнда–Рубина, конкретнее, на решение
AdS4×𝕊7 уравнений 11-мерной супергравитации. Самосогласованность такой
редукции была доказана в 1987 году в работе [73]. Полный нелинейный анзац
для редукции 11-мерных полей на 7-сферу был построен в 2013-2014 годах в
работах [74, 75] методами исключительной теории поля, которой посвящена
данная диссертация.

Рассмотрим КК редукцию 11 = 𝐷 + 𝑑 на d-мерный тор и определим раз-
биение репера следующим образом:

𝐸µ̂
α̂ =

[︄
ργ𝑒µ

α ρ
1
𝑑𝑉𝑛

𝑏𝐵µ
𝑛

0 ρ
1
𝑑𝑉𝑚

𝑎,

]︄
(2.65)

где 𝑒µα обозначает D-мерный репер, постоянная γ = −(𝐷 − 2)−1. Множитель
ργ в левом верхнем блоке добавлен для того, чтобы редуцированное действие
давало правильный член Эйнштейна–Гильберта в размерности D:

κ

∫
𝑑11𝑥 | det 𝐸 |𝑅[𝐺] → κ′

∫
𝑑𝐷𝑥 | det 𝑒|𝑅[𝑔]. (2.66)

Геометрическая группа симметрий репера в полной теории определяется про-
изводной Ли вдоль некоторого вектора Ξµ̂ = (ξµ,η𝑚):

δ𝐸µ̂
α̂ = 𝐿Ξ𝐸µ̂

α̂ = Ξν̂𝜕ν̂𝐸µ̂
α̂ + 𝐸ν̂α̂𝜕µ̂Ξν̂. (2.67)

Для 𝐷-мерных полей это выражение дает следующие преобразования:

δ𝑒µ
α = 𝐿ξ𝑒µ

α, δρ = 𝐿ξρ,

δ𝐵µ
𝑚 = 𝐿ξ𝐵µ

𝑚 + 𝜕µη𝑚 − 𝜕𝑛η𝑚𝐵µ𝑛,
δ𝑉𝑚

𝑎 = 𝐿ξ𝑉𝑚
𝑎 + 𝜕𝑚η𝑛𝑉𝑛𝑎.

(2.68)

Поскольку компоненты η𝑚 входят в выражения через свои производные по
координатам 𝑥µ и 𝑦𝑚, линейная зависимость от 𝑦𝑚 не будет нарушать условие
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независимости полей от внутренних координат. Поэтому, естественно опреде-
лить

η(𝑥,𝑦)𝑚 = λ(𝑥)𝑚 + Λ𝑚
𝑛𝑦

𝑛, (2.69)
где λ(𝑥)𝑚 будет соответствовать параметрам калибровочных преобразования
𝑑 векторов 𝐵µ

𝑚, а постоянная матрица Λ𝑚
𝑛 = const соответствует некоторо-

му глобальному 𝑆𝐿(𝑑) преобразованию. Здесь мы считаем Λ𝑚
𝑚 = 0, выделяя

вейлевское масштабирование в размерности 𝑑 отдельно. Вследствие выбран-
ной параметризации внешний репер 𝑒µα не является скаляром относительно
вейлевских преобразований, также индуцируя нетривиальное преобразова-
ние полей материи:

δρ = 𝑑(𝐷 − 2)ρ, δ𝐵µ𝑚 = −(𝐷 + 𝑑 − 2)𝐵µ𝑚. (2.70)

Таким образом, полной глобальной группой симметрий гравитации, редуци-
рованной в 𝐷 измерений на 𝑑-мерный тор является группа GL(𝑑,ℝ).

Группа глобальных симметрий GL(𝑑,ℝ) действует на векторные поля
𝐵µ

𝑚 и скалярные поля 𝐷-мерной теории 𝑉𝑚
𝑎 и ρ, которые параметризуют

фактор-пространство 𝐺𝐿(𝑑)/𝑆𝑂(𝑑). Бозонный сектор 11-мерной суперграви-
тации помимо метрического тензора содержит калибровочное поле, пред-
ставленное компонентами 3-формы 𝐶µ̂ν̂ρ̂. При КК компактификации 3-форма
генерирует дополнительные скалярные поля 𝐶𝑚𝑛𝑘 и дополнительные симмет-
рии, наследуемые из калибровочных преобразований δ𝐶µ̂ν̂ρ̂ = 3𝜕[µ̂Λν̂ρ̂] . Как
и в случае с внутренними диффеоморфизмами, допускается линейная зависи-
мость компонент Λ𝑚𝑛 = 1/3𝑐𝑚𝑛𝑘𝑦𝑘 от координат на внутреннем торе, что дает
дополнительные глобальные симметрии

δ𝑐𝐶𝑚𝑛𝑘 = 3𝜕[𝑚Λ𝑛𝑘] = 𝑐𝑚𝑛𝑘. (2.71)

Поскольку калибровочные преобразования 3-формы коммутируют между со-
бой, имеем абелеву группу глобальных симметрий ℝ𝑁 , параметризованных
постоянными 𝑐𝑚𝑛𝑘, где 𝑁 = 𝐶3

N (число сочетаний из 𝑁 по 3). Однако, преоб-
разования из абелевой группы ℝ𝑁 не коммутируют с преобразованиями из
глобальной группы GL(𝑑,ℝ), что с очевидностью следует из того факта, что
скалярные поля при этом 𝑐𝑚𝑛𝑘 нетривиально преобразуются. Явное вычисле-
ние показывает, что коммутационные соотношения имеют следующий вид:

[δ𝑐, δΛ] = δ𝑐′, 𝑐′𝑚𝑛𝑘 = 3Λ𝑙
[𝑚𝑐𝑛𝑘] 𝑙. (2.72)
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Полученные коммутационные соотношения имеют вид таковых для ал-
гебры 𝔢𝑑 в базисе ее подгруппы 𝔤𝔩(𝑑), и можно было бы ожидать, что группа
глобальных симметрий GL(𝑑,ℝ) ⋉ ℝN является подгруппой E𝑑(𝑑). Однако,
в таком виде это верно лишь для 𝑑 ⩽ 4, при 𝑑 ⩾ 5 максимальная абе-
лева подгруппа группы E𝑑(𝑑) оказывается меньше, чем ℝN . Это связано с
необходимостью дуализировать все формы к наименьшему рангу для полу-
чения формулировки, ковариантной относительно E𝑑(𝑑) [42, 43]. Подобное
отличие в группе глобальных симметрий для полностью дуализированной
к минимальному рангу форм теории и ее обычной версии может казать-
ся контринтуитивным. Действительно, поскольку речь идет о симметриях
уравнений, а дуализация является их следствием, естественно ожидать, что
симметрия при этом изменяться не должна. Однако, это верно только для по-
лей, которые входят в лагранжиан через свои производные, как в случае с
𝑝-формами, но, вообще говоря, неверно для скалярных полей.

Для иллюстрации подобного отличия в группе глобальных симметрий
рассмотрим простейший пример 𝐷-мерной теории с глобальной SL(2,ℝ) сим-
метрией:

𝑒−1L = 𝑅[𝑒] − 1
2𝑔

µν𝜕µφ𝜕νφ −
1
2𝑒

2φ𝑔µν𝜕µχ𝜕νχ. (2.73)
Глобальная симметрия действует на τ = χ + 𝑖𝑒−φ дробно-рациональными пре-
образованиями

τ′ =
𝑎τ + 𝑏
𝑐τ + 𝑑 , (2.74)

где 𝑎,𝑏,𝑐,𝑑—компоненты SL(2,ℝ) матрицы и удовлетворяют условию 𝑎𝑑−𝑏𝑐 =
1. Поскольку аксион χ входит в лагранжиан только через свои производные,
можно перейти к дуальному потенциалу, представленному 𝐷−2-формой 𝐴(𝐷−2).
Дуальная теория задается лагранжианом следующего вида

𝑒−1L = 𝑅[𝑒] − 1
2𝑔

µν𝜕µφ𝜕νφ −
1

2(𝐷 − 1)!𝐹
2
(𝐷−1)𝑒

2φ, (2.75)

где 𝐹(𝐷−1) = 𝑑𝐴(𝐷−2). В таком виде глобальная симметрия теории задается
лишь преобразованиями из группы ℝ

φ′ = φ + 𝑐, 𝐴′(𝐷−2) = 𝑒𝑐𝐴(𝐷−2) . (2.76)

Глобальная симметрия сдвига скалярного поля χ заменяется локальной сим-
метрией калибровочных преобразований поля 𝐴(𝐷−2). Симметрия τ → τ−1

формально нарушается из-за своей нелинейности и отсутствия скаляра χ.
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Обратно, переходя от лагранжиана с (𝐷 − 1)-формой к лагранжиану со ска-
лярными полями дуализацией к минимальному рангу, получим, что группа
глобальной симметрии расширяется до SL(2,ℝ). Заметим, что симметрия
SL(2,ℝ) нарушена не только на уровне лагранжиана, но и на уровне полевых
уравнений. Можно считать, что эта симметрия присутствует на массовой по-
верхности.

Подробно процедура дуализации скалярных и тензорных полей КК ре-
дуцированной 11-мерной супергравитации и возникновение соответствующих
групп глобальной симметрии показаны в работах [7, 8]. Сопутствующие вы-
числения в эти работах представлены с исключительной подробностью и мы
не будем приводить их здесь. Вместо этого проиллюстрируем идею при помо-
щи Таблицы 5, в которой указано количество скалярных полей 𝑠, векторных
полей 𝑣, 2-форм 𝑡𝑎 и гравитонов 𝑔 после редукции на тор размерности 𝑑.

Таблица 5 — Количество полей максимальной супергравитации в
размерности 𝐷 с 𝑝-формами, дуализированными к минимальному
рангу. (см. пояснения в тексте).

D d G K 𝑔µν 𝑔µ𝑚 𝑔𝑚𝑛 𝐶µνρ 𝐶µν𝑚 𝐶µ𝑚𝑛 𝐶𝑚𝑛𝑘

7 4 SL(5) SO(5) 1g 4v 10s 1𝑡𝑎 4𝑡𝑎 6v 4s
6 5 SO(5,5) SO(5)×SO(5) 1g 5v 15s 1v 5𝑡𝑎 10v 10s
5 6 E6(6) Usp(8) 1g 6v 21s 1s 6v 15v 20s
4 7 E7(7) SU(8) 1g 7v 28s × 7s 21v 35s
3 8 E8(8) SO(16) 1g 8s 36s × × 28s 56s

Нижним подчеркиванием обозначены поля, полученные дуализацией. Так, мы
видим, что в 𝐷 = 7 скалярные поля получаются прямой размерной редукци-
ей, и дуализация требуется только для формирования одного поля 2-формы
из 𝐶µνρ. В общем случае скалярные поля параметризуют фактор-группу 𝐺/𝐾,
где 𝐾— группа локальных симметрий (группа R-симметрии фермионного сек-
тора). Двигаясь в направлении увеличения размерности внутреннего тора 𝑑,
первый случай, где требуется дуализация для получения скалярных полей,
мы встречаем при 𝑑 = 6. Заметим, что в размерности 𝐷 = 4 три форма
оказывается нединамической и ее ненулевое значение соответствует включе-
нию флаксов. Максимальные супергравитации с ненулевыми флаксами удобно
описывать в формализме тензора погружения, который будет подробнее рас-
смотрен далее.



69

Необходимость дуализации для формирования полного набора генера-
торов группы глобальной симметрии Креммера-Джулия можно увидеть из
анализа разложения базиса алгебры𝔢𝑑 по уровням относительно третьего кор-
ня. Для 𝑑 ⩽ 8 имеем:

bas𝔢𝑑 = {𝑡𝑚1...𝑚8,𝑚, 𝑡𝑚1...𝑚6, 𝑡𝑚1𝑚2𝑚3, 𝑡𝑚𝑛, 𝑡𝑚1𝑚2𝑚3, 𝑡𝑚1...𝑚6, 𝑡𝑚1...𝑚8,𝑚}, (2.77)

где 𝑡𝑚𝑛 генерируют 𝔤𝔩(𝑑) подалгебру и соответствуют уровню 0. Таким обра-
зом видим, что полученные выше при размерной редукции преобразования
действительно являются частью алгебры 𝔢𝑑:

δΛ = Λ𝑚
𝑛𝑡
𝑛
𝑚,

δ𝑐 = 𝑐𝑚𝑛𝑘𝑡
𝑚𝑛𝑘.

(2.78)

Генераторы 𝑡𝑚1...𝑚6 с уровнем 𝑙 = +2 соответствуют калибровочным преоб-
разованиям магнитных калибровочных потенциалов. Например, при 𝑑 = 6
есть один генератор 𝑡123456, соответствующий преобразованиям скаляра, по-
лученного дуализацией 3-формы 𝐶µνρ. Особенно интересным является случай
𝑑 = 8, где присутствуют 8 генераторов 𝑡𝑚1...𝑚8,𝑚 на уровне 𝑙 = +4, облада-
ющие смешанной симметрией по индексам. Обращаясь к Таблице 5, видим,
что эти генераторы соответствуют преобразованиям скаляров, дуальных ком-
понентам гравифотона 𝑔µ𝑚. В итоге заключаем, что глобальные симметрии,
наследуемые из диффеоморфизмов и калибровочных преобразований компо-
нент метрики и 3-формы, при дуализации дающих скалярные поля, образуют
борелевскую подалгебру полной алгебры симметрии Креммера–Джулиа 𝔢𝑑.
Остальные генераторы соответствуют преобразованиямU-дуальности, как бы-
ло подробно разобрано в предыдущей главе.

Таблица 5 показывает, что векторные и тензорные поля также объеди-
няются в мультиплеты по действию глобальной группы. Обозначим отдельные
интересные моменты, связанные с этим объединением. В размерности 𝐷 = 6
находим пять 2-форм, тогда как группа SO(5,5) не имеет пятимерного пред-
ставления. Для дополнения до полного мультиплета 10 следует добавить пять
2-форм, дуальных к имеющимся. В итоге уравнения могут быть записаны
в SO(5,5)-ковариантной форме, однако с дополнительным условием самоду-
альности на десять 2-форм. При этом действие, конечно, нельзя записать в
ковариантной форме [71]. То же верно для 1-форм в размерности 𝐷 = 4, где
28 имеющихся векторных полей следует дополнить 28-ю магнитными партне-
рами для образования мультиплета 56.
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2.6 Калиброванная супергравитация

Размерные редукции на плоский тор сохраняют максимальный набор
симметрий, по какой причине они являются не особенно полезными с точки
зрения описания реалистичной физики. В таких схемах размерной редук-
ции все скалярные возбуждения в результирующей теории оказываются
безмассовыми, что коренным образом противоречит экспериментальным
данным. Для генерирования нетривиального потенциала скалярных полей
следует рассматривать более сложные геометрии, связанные с введением
в схему редукции бран, намотанных на нетривиальные циклы внутреннего
пространства. Так, например, можно рассмотреть редукцию 11-мерной супер-
гравитации на 7-сферу, являющуюся частью решения AdS4 × 𝕊7. Размеры
сферы и пространства анти де-Ситтера стабилизируются ненулевым пото-
ком тензора напряженности три формы, который индуцируется М2-браной. В

N = 1 𝐷 = 11 супергравитация

𝐷 = 11 − 𝑑 супегравитация калиброванная
супергравитация

неабелева
симметрия

редукция
на тор 𝕋 𝑑

редукция в присутствии
– потоков 𝑝–форм

∫
Σ
𝐹 (𝑝) = 𝐶Σ

– кривизны (геометрический флакс)
𝑑𝑒𝑐 = T𝑎𝑏𝑐𝑒𝑎 ∧ 𝑒𝑏

– негеометрических флаксов

Рисунок 2.3 — Схема, иллюстрирующая размерные редукции N = 1 𝐷 = 11
супергравитации на 𝑑-мерный тор, редукции в присутствии геометрических и

негеометрических флаксов и процедуру локализации (подгруппы)
глобальных симметрий Креммера–Джулиа.

самом общем случае рассматриваются схемы редукции с ненулевыми значени-
ями кривизны внутреннего пространства, кручения, потоков калибровочных
форм и негеометрических флаксов индуцированных экзотическими бранами.
На Рис. 2.3 такие редукции обозначены диагональной пунктирной лини-
ей. Пунктир подчеркивает, что вообще говоря, прямая схема редукции с
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включенными негеометрическими флаксами не определена из-за глобальной
неопределенности соответствующих полевых конфигураций.

Было бы наивно ожидать возможности решения задачи описания всех
возможных редукций N = 1 𝐷 = 11 теории в присутствии любого флакса,
будь то обычная кривизна или экзотическая негеометрия. Однако, глобаль-
ные симметрии Креммера–Джулиа все же позволяют поставить задачу именно
так и сформулировать алгоритм ее решения, основанный на алгебраических
методах, что было продемонстрировано в работах [13, 76, 77]. Действитель-
но, присутствие нетривиальных флаксов обычно нарушает суперсимметрию,
а основное состояние соответствующей эффективной теории нарушает гло-
бальную симметрию, что является следствием нетривиального потенциала
для скалярных полей. При этом флаксы, как и индуцирующие их браны,
принадлежат различным мультиплетам полной группы U-дуальности. Таким
образом, идея состоит в том, чтобы, стартуя с максимально симметричной
теории, построить теорию, в которой ковариантным образом включены все
возможные флаксы. Наиболее естественным подходом оказывается введение
шпурионного (калибровочного) объекта, называемого тензором погружения,
компоненты которого и отвечают (постоянным) флаксам. Самосогласован-
ность теории требует удовлетворения т.н. квадратичных и линейных условий
на тензор погружения, решая которые мы выбираем те или иные конкретные
реализации калиброванной супергравитации. Для определенных классов ре-
шений в работах [13, 78] показано соответствие размерным редукциямN = 1
𝐷 = 11 супергравитации на сферу и на гиперболоид (т.н. некомпактные ка-
либровки) наденным ранее в работах [79, 80, 81, 82]. Полная классификация
калибрований 𝐷 = 4,N = 8 супергравитации представлена в работе [83].

2.6.1 Ковариантный формализм тензора вложения

Из Таблицы 5 видно, что кроме общей глобальной группы симметрии 𝐺 и
локальной группы 𝐾, являющейся ее максимальной компактной подгруппой,
теория должна быть инвариантна относительно калибровочных преобразо-
ваний 𝑛𝑉 = dimR1 векторных полей. Здесь R1 обозначает представление
глобальной группы дуальности, которому принадлежат векторные поля, на-
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пример, 27 для 𝐷 = 5. Поскольку изначальная теория была абелева, в
размерности 𝐷 получаем калибровочную группу U(1)𝑛𝑉 . Поля материи так-
же оказываются незаряженными по этой калибровочной группе, а основным
состоянием является пространство Минковского, сохраняющее все суперсим-
метрии. С другой стороны в конструкциях максимальной супергравитации
с локальной калибровочной симметрией с необходимостью нарушается гло-
бальная группа дуальности до некоторой подгруппы 𝐻, которая становится
калибровочной группой. Впервые это было показано в работе [84] на примере
SO(8) калибровочнойN = 8 супергравитации в размерности 4, где глобальная
симметрия E7(7) нарушается новой калибровочной группой. Причем, локаль-
ная симметрия SU(8) остается ненарушенной.

Анализ конструкций таких калиброванных супергравитаций в различ-
ных размерностях привел к следующему систематическому алгоритму по-
строения калибровок. Дополним абелевы калибровочные преобразования 𝑛𝑉
векторных полей δ𝐴µM = 𝜕µΛM до неабелевых преобразований:

δ𝐴µ
M = 𝜕µΛ

M + 𝑔𝐴µN𝑋NPMΛ𝑃, (2.79)

гдеM,N = 1, . . . 𝑛𝑉 параметризует мультиплет R1, ΛM = Λ(𝑥)M — локаль-
ные калибровочные параметры, а тензор 𝑋MN

𝑃 определяет калибровочную
группу. Пусть {(𝑡α)MN } = bas𝔤 — генераторы группы 𝐺, тогда калибровочная
группа определена вложением в группу дуальности 𝐺 следующим образом:

𝑋MN
𝐾 = ΘM

α(𝑡α)N 𝐾 . (2.80)

Здесь ΘMα обозначает тензор вложения, определяющий, как именно калибро-
вочная группа вложена в группу глобальных преобразований. Относительно
глобальных симметрий векторные поля преобразуются стандартным образом:

δ𝐴µ
M = −Λα(𝑡α)NM𝐴µ

N . (2.81)

Очевидно, ковариантность относительно глобальных преобразований сохра-
няется, и калиброванная супергравитация оказывается инвариатной как от-
носительно глобальных симметрий Креммера–Джулиа, так и относительно
локальной калибровочной группы. Однако, поскольку такие деформации во-
обще говоря ограничены определенными условиями самосогласованности,
конкретные решения этих условий нарушают глобальную группу.
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Прежде чем формулировать условия самосогласованности определим
преобразования полей скалярного сектора теории. Как обсуждалось выше ска-
лярные поля максимальной супергравитации параметризуют фактор-группу
𝐺/𝐾. Пусть алгебра 𝔤 группы 𝐺 раскладывается в сумму векторных про-
странств

𝔤 = 𝔩 + 𝔭, (2.82)
где 𝔩 = Lie K обозначает алгебру Ли группы 𝐾, а 𝔭 является ее ортогональным
дополнением в 𝔤. Тогда левоинвариантный ток 𝐽µ = V−1𝜕µV, построенный по
некоторому элементуV ∈ 𝐺, может быть разложен следующим образом:

𝐽µ = 𝑄µ + 𝑃µ, 𝑄µ ∈ 𝔩, 𝑃µ ∈ 𝔭. (2.83)

Здесь мы допускает некоторую вольность в обозначениях, считая что 𝐽µ ∈
𝔤 обозначает 1-формы, принимающие значения в алгебре Ли 𝔤, и опус-
кая обозначение для пространства 1-форм. В этих обозначениях скалярный
Лагранжиан принимает следующий вид:

𝑒−1L𝑠𝑐 = −
1
2Tr

(︁
𝑃µ𝑃

µ
)︁
, (2.84)

где след берется по некоторому представлению группы 𝐺. Лагранжиан инва-
риантен как относительно глобальной группы 𝐺 так и локальной группы 𝐾

действующих на элемент группы стандартным образом

δV = ΛV −V𝑘(𝑥). (2.85)

При этом преобразования компонент тока имеют следующий вид:

δ𝑃µ = [𝑘, 𝑃µ], δ𝑄µ = −𝜕µ𝑘 + [𝑘,𝑄µ], (2.86)

где [ , ] обозначает коммутатор в алгебре 𝔤. Отсюда видно, что 𝑄µ играет роль
составной связности для локальных преобразований, что позволяет записать
𝑃µ в терминах ковариантной производной:

𝑃µ = 𝐷µV = 𝜕µV − 𝑄µ. (2.87)

Таким образом, калибровочные преобразования для группового элемента V
можно записать

δV = 𝑔ΛM𝑋MV,
𝑋M = ΘM

α𝑡α.
(2.88)
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Рассмотрим теперь условия самосогласованности введенных преобразо-
ваний. Первое условие, называемое квадратичным, следует из требования
инвариантности тензора вложения относительно калибровочных преобразо-
ваний. Пользуясь ковариантностью, запишем:

0 = δPΘM
α = ΘP

β(𝑡β)MNΘNα + ΘPβ 𝑓βγαΘMγ, (2.89)

где 𝑓αβ
γ — структурные константы группы 𝐺. Можно переписать это условие

в более краткой форме, сворачивая с генераторами 𝑡α, а именно:

[𝑋M ,𝑋N ] = −𝑋MNK𝑋K . (2.90)

Полученное квадратичное условие напоминает условие замыкания алгебры,
однако, величины 𝑋MN

𝐾 по определению не являются антисимметричными
по нижним индексам. Поэтому условие разбивается на два: замыкание алгеб-
ры и специальное условие на симметричную часть 𝑍MNK = 𝑋(MN)

K:

[𝑋M ,𝑋N ] = −𝑋[MN]K𝑋K , 𝑍MN
K𝑋K = 0. (2.91)

Из квадратичного условия следует тождество Якоби, которое выполняется так
же с точностью до симметричной части:

𝑋[MN]
P𝑋[QP]

R + 𝑋[QM]P𝑋[NP]R + 𝑋[NQ]P𝑋[MP]R = −𝑍P[QR𝑋MN]P . (2.92)

Второй набор условий следует из требования суперсимметричности по-
лученной калиброванной супергравитации и имеет разный вид в разных
размерностях. Схематически линейное условие можно записать как

ℙRΘ = 0, (2.93)

где ℙR — проектор на некоторые представления глобальной группы. Для при-
мера рассмотрим случай 𝐷 = 4 с группой E7(7). По своей структуре индексов
тензор погружения принадлежит представлению 133⊗ 56, которое не являет-
ся неприводимым и раскладывается следующим образом:

ΘM
α ∈ 133 ⊗ 56 = 56 ⊕ 912 ⊕ 6480. (2.94)

Линейное условие ограничивает тензор погружения только компонентами в
912. Постоянный тензор 𝐹µνρσ = 4𝜕[µ𝐶νρσ] , обозначенный крестом в Табли-
це 5, соответствует одной из 912 компонент тензора погружения. Заметим,
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что компонента 56 может быть ненулевой, если изначальную глобальную
группу дуальности расширить постоянными перескалированиями 𝐷 = 4 в
супергравитации, т.е. 𝐺 → 𝐺 = 𝐺 ×ℝ+. Калибрации в представлении R1 назы-
ваются тромбоном. Результирующая теория более не описывается в терминах
действия и лагранжиана из-за несогласованности дополнительных членов с
тромбоном с принципом наименьшего действия и невозможностью самосогла-
сованно применить вариационный принцип [85]. Впервые супергравитации
такого типа были описаны в терминах массивных деформаций супергравита-
ции типа IIA в работах [86, 87].

Общий алгоритм построения калиброванных супергравитации в форма-
лизме тензора погружения и описание результата в терминах флаксов состоит
из следующих шагов.

1. Построить универсальный лагранжиан калиброванной супергравита-
ции в терминах Θ (соответствующие формулы для всех размерностей
известны в литературе [77, 78, 88, 89, 90]).

2. Сопоставить компоненты тензора погружения конкретным парамет-
рам геометрических и негеометрических флаксов.

3. Решить квадратичные условия для заданного выбора Θ.
4. Записать лагранжиан для полученного тензора погружения.

По понятным причинам самым сложным шагом в алгоритме является реше-
ние квадратичных условий. Настолько, что не существует полной классифика-
ции всех его решений для размерности 𝐷 ⩽ 7 в максимальном случае и 𝐷 ⩽ 6
в полумаксимальном случае. Соответствующие классификации для более вы-
соких размерностей были получены в [91].

2.6.2 Тензорная иерархия

С определенной выше длинной производной 𝐷µ = 𝜕µ − 𝑔𝐴µM𝑋M связана
замечательная структура, называемая тензорной иерархией. Как и в случае
теории Янга–Миллса, коммутатор длинных производных определяет ковари-
антный объект [𝐷µ,𝐷ν] = −𝑔𝐹µνM𝑋M , связанный с неабелевым тензором
напряженности:

𝐹µν
M = 2𝜕[µ𝐴ν]M + 𝑔𝑋[KL]M𝐴µ

𝐾𝐴ν
𝐿. (2.95)
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Пользуясь тождеством Якоби, получим калибровочные преобразования тен-
зора напряженности:

δ𝐹µν
M = −𝑔Λ𝑃𝑋PN

M𝐹µν
N + 2𝑔𝑍PQM

(︂
Λ𝑃𝐹µν

Q − 𝐴[µPδ𝐴ν]Q
)︂
. (2.96)

Видно, что так построенный тензор напряженности не является ковариант-
ным объектом и требует доопределения. Правильным ковариантным тензо-
ром будет

FµνM = 𝐹µν
M + 𝑔𝑍KLM𝐵µν

KL, (2.97)

полученный сдвигом на калибровочный потенциал 2-формы 𝐵µν
KL. Преобра-

зование δ𝐵µνKL = −2(Λ(𝑃FµνQ) − 𝐴[µ(Pδ𝐴ν]Q)) компенсирует нежелательные
члены в преобразовании δFµνM . Замечательно, что такое доопределение не
требует введения новых степеней свободы, поскольку размерная редукция
дает точно необходимое число 2-форм. Однако, их учет приводит к необходи-
мости определения соответствующих калибровочных преобразований. В итоге
преобразования полей 1- и 2-форм имеют следующий вид:

δ𝐴µ
M = 𝐷µΛ

M − 𝑔𝑍KLMΞµ
KL,

δ𝐵µν
MN = 2𝐷[µΞν]MN − 2(Λ(PHµνQ) − 𝐴[µ(Pδ𝐴ν]Q)).

(2.98)

Тождества Бьянки для полей FµνM также требуют модификации и поз-
воляют определить тензор напряженности для калибровочного потенциала
2-формы:

𝐷[µFνρ]M =
1
3𝑔𝑍KL

M𝐻µνρ
KL . (2.99)

Ожидаемо, тензор 𝐻µνρ
KL не является ковариантным по тем же причинам

и требует доопределения путем введения 3-формы и новых калибровочных
преобразований. Такая лестница цепляющихся друг за друга калибровочных
полей и преобразований называется тензорной иерархией и, вообще гово-
ря, сама по себе не заканчивается. Однако, поскольку мы заинтересованы не
в иерархии самой по себе, а в построении лагранжиана, который включает
конечное число тензоров напряженности, в какой-то момент необходимость
продолжения процедуры отпадает.

Схематически, конечный лагранжиан имеет вид:

𝑒−1L = − Tr
(︁
𝑃µ𝑃

µ
)︁
− 1

4𝑀MNFµν
MF µνN − 1

2 · 3!𝑀MK𝑀NLHµνρ
MNHµνρKL−

− 𝑔𝑒−1𝑉 (𝑀,𝑋) · · · ,
(2.100)
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где 𝑀MN — элемент фактор-группы 𝐺/𝐾, построенный по элементу группы
V ∈ 𝐺, 𝑉 (𝑀,𝑋)— потенциал для скалярных полей. В четной размерности 𝐷 =

2𝑛 подобный лагранжиан определяет псевдодействие, поскольку необходимо
учитывать условие самодуальности для тензоров напряженности (𝑛−1)–форм.
Скалярный потенциал 𝑉 (𝑀,𝑋) имеет сложную структуру минимумов, давая
возможность генерировать массы для скалярных полей, параметризующих
матрицу 𝑀MN . Точки обозначают дополнительные члены, включающие ка-
либровочные поля, например, члены вида Черна–Саймонса.

2.6.3 Потенциалы, флаксы и суперсимметричные браны

Калибровочные поля, составляющие тензорную иерархию калиброван-
ных супергравитаций, должны соответствовать суперсимметричным бранам
в том же смысле, в каком поля 𝑝-форм IIA/B супергравитации соответствуют
фундаментальной струне, Дирихле и NS бранам. Более того, компоненты тен-
зора погружения также должны соответствовать бранам, но намотанным на
нетривиальные циклы внутреннего пространства. К примеру, ненулевой по-
ток 𝑝-формы 𝐹(𝑝) через 𝑝-мерный цикл внутреннего пространства генерирует
дополнительные слагаемые в скалярном потенциале, допуская нетривиаль-
ные стабильные вакуумные решения, типа решения Фройнда-Рубина. При
этом оказывается неправильным ожидать, что каждый потенциал и каждая
компонента тензора погружения соответствует некоторой суперсимметрич-
ной бране (намотанной тем или иным образом). Вопрос правильного подсчета
суперсимметричных бран в максимальной супергравитации в различной раз-
мерности 𝐷 рассматривался во множестве работ [92, 93, 94, 95, 96, 97, 98,
99] и был структурирован в окончательной форме в работе [9]. Простым
примером, когда число калибровочных потенциалов не соответствует числу
суперсимметричных бран, является подсчет 7-бран в IIB супергравитации, в
спектре которой присутствует три потенциала, заданных 8-формами. При этом
суперсимметричных бран только две: D7 и 70

3, связанных друг с другом пре-
образованием S-дуальности. Это легко видеть из того факта, что эти браны
магнитно взаимодействуют с аксиодилатоном τ = 𝐶0 + 𝑖𝑒−φ, параметризую-
щим пространство SL(2)/SO(2). Третий потенциал не принадлежит орбите
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D7-браны и не соответствует суперсимметричной бране, поскольку действие
U-дуальности сохраняет свойство суперсимметричности. Классификация [9]
построена на вытекающем из этой логики утверждении: все суперсиммет-
ричные браны принадлежат орбитам группы U-дуальности стандартных бран.
При этом довольно очевидно, что число состояний, принадлежащих орбитам
стандартных бран, дает минимальное число всех суперсимметричных бран.
Дополнительно алгоритм классификации опирается на наблюдение, что все
такие орбиты соответствуют действительным корням алгебры 𝔢11. Группа E11
симметрий максимальной супергравитации понимается здесь в смысле пол-
ной группы симметрии, которая генерирует все группы U-дуальности в при
размерной редукции [63, 100]. Все остальные орбиты соответствуют мнимым
корням. Логика классификации состоит в том, что следует выбирать только
орбиты, соответствующие действительным корням, поскольку мнимые корни
не могут соответствовать суперсимметричным бранам [66].

Используя разложение присоединенного представления алгебры 𝔢9 по
отношению к действию ее подалгебры 𝔢𝑑, другими словами, при удалении
одного мнимого корня и одного действительного корня ее диаграммы Дынки-
на, можно получить спектр всех калибровочных потенциалов представленных
формами любого ранга и принадлежащих определенным мультиплетам. В Таб-

Таблица 6 — Тензорная иерархия максимальной супергравитации
в размерностях 𝐷 = 10 и 7 ⩾ 𝐷 ⩾ 4 представленная в виде
мультиплета группы U-дуальности, которому принадлежат
калибровочные потенциалы заданным 𝑝-формой.

𝑝\𝐷 IIA IIB 7 6 5 4
1 1 10 16𝑐 27 56
2 1 2 5 10 27 133
3 1 5 16𝑠 78 912
4 1 10 45 351 8645 ⊕ 133
5 1 24 144𝑠 1728 ⊕ 27
6 1 2 40 ⊕ 15 320 ⊕ 126 ⊕ 10
7 1 70 ⊕ 45 ⊕ 5
8 1 3
9 1
10 2 × 1 4 ⊕ 2
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лице 6 представлена часть классификации всех таких потенциалов, полная
таблица может быть найдена в [9]. Рамкой обведены мультиплеты 𝑝 = 𝐷 − 1-
форм, тензоры напряженности которых являются формами максимального
ранга в размерности 𝐷. Соответствующие флаксы являются компонентами
тензора погружения. Так, в размерности 𝐷 = 4мы видим 𝑝 = 3 потенциал𝐶µνρ,
тензор напряженности которого 𝐹µνρσ является компонентой 912-мерного
мультиплета.

Из первых двух столбцов таблицы, соответствующих теориями типа IIA
и IIB, можно извлечь информацию о количестве 𝑝-форм. Так, мы видим, что в
теории IIB присутствуют две калибровочные 2-формы, это поле Калба-Рамона
𝐵2 и RR поле 𝐶2. То же для их магнитно-дуальных 6-форм. В теории типа IIA
формы нечетного ранга соответствуют RR потенциалам, 2-форма и 6-форма—
форма Калба-Рамона и ее магнитный партнер. Дополнительно находим 𝑝 = 8
и 𝑝 = 10 потенциалы, которые не соответствуют суперсимметричным бранам,
как было показано в [92, 101]. Как обсуждалось выше, среди трех потенциалов

Таблица 7 — Полное число 𝑝-бран в размерности 𝐷

𝑝\𝐷 IIA IIB 9 8 7 6 5 4 3
0 1 3 6 10 16 27 56 240
1 1 2 2 3 5 10 27 126 2160
2 1 1 2 5 16 72 576 17280
3 1 1 3 10 40 216 2016
4 1 2 6 20 80 432
5 1 2 3 8 25 96
6 1 2 6 20
7 2 2 6
8 1 2
9 2

𝑝 = 8 теории типа IIB только два соответствуют суперсимметричным бранам,
поскольку именно они соответствуют орбитам, генерируемым действительны-
ми корнями алгебры 𝔢11. Количество суперсимметричных бран для всех форм
и размерностей приведено в Таблице 7. Данные в этой таблице были получе-
ны в работе [9] анализом орбит корней алгебры 𝔢11. Кроме того, разложением
представлений по отношению к подгруппе O(10 − 𝐷,10 − 𝐷) было подсчита-
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но число p-бран в каждой размерности 𝐷 с натяжением зависящим от 𝑔−α𝑠 с
заданным α.

Для большей наглядности изложения проиллюстриуем этот расчет яв-
ным примером 5-бран в размерности D=7. Такие браны соответствуют по-
тенциалам, тензоры напряженности которых дают вклад в тензор погруже-
ния D=7 калиброванной супергравитации, принадлежащий представлению
40 ⊕ 15. Разложим это представление по действию подалгебры 𝔬(3,3) ≡ 𝔰𝔲(4)

15 ⊕ 40→ 1−4 ⊕ 20−3 ⊕ 10−2 ⊕ 4−1 ⊕ 4−3 ⊕ 62 ⊕ 102, (2.101)

где нижний индекс обозначает (правильно нормированный) вес по отноше-
нию к подгруппе GL(1) и равен степени −α множителя 𝑔−α𝑠 в натяжении бран.
Первые четыре представления соответствуют суперсимметричным бранам.
Так 4 браны с натяжением 𝑔−1

𝑠 — это Дирихле браны D6 и D8. Действительно,
вложить D6-брану в 10-мерное пространство так, чтобы в 7 направлениях она
выглядела как 5-брана можно, вложив шестое направление в 3-мерное ком-
пактное пространство. Это можно сделать тремя способами. D8-брану можно
так вложить единственным образом. 𝑔−2

𝑠 5-браны представляют собой ор-
Таблица 8 — Вложение D6 и D8 бран в 10-мерное пространство. ×
обозначает направление мирового объема

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
D6 × × × × × ×
D6 × × × × × ×
D6 × × × × × ×
D8 × × × × × × × ×

биту NS5-браны и включают КК5-монополь и экзотические 52
2 и 53

2 браны.
54

2-брана не может быть вложена в 10-мерное пространство так, чтобы полу-
чилась стандартная 5-брана в размерности 𝐷 = 7. Подсчитывая количество
способов расположить специальные циклы во внутреннем трехмерном про-
странстве, получим общее число 𝑔−2

𝑠 -бран равным восьми. Соответствующие
вложения показаны в Таблице 9. Среди 𝑔−3

𝑠 -бран имеем только 61
3, 7(1,0)3 и

5(1,2)3 браны. Для пояснения обозначений напомним, что специальным цик-
лом называется такое направление в трансверсальном пространстве браны,
от радиуса которого натяжение зависит нелинейно. Так цикл Taub-NUT да-
ет квадратичную зависимость от соответствующего радиуса. Легко увидеть,
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Таблица 9 — Вложение 50
2,51

2,52
2 бран в 10-мерное пространство. ×

обозначает направление мирового объема, ⊙ обозначает
направление специальных циклов.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
NS5 (50

2) × × × × ×
KK5 (51

2) × × × × × ⊙
KK5 (51

2) × × × × × ⊙
KK5 (51

2) × × × × × ⊙
52

2 × × × × × ⊙ ⊙
52

2 × × × × × ⊙ ⊙
52

2 × × × × × ⊙ ⊙
53

2 × × × × × ⊙ ⊙ ⊙

что вейлевские отражения могут генерировать состояния с зависимостями от
радиусов в степени больше, чем два. Такие состояния обозначаются 𝑝

(𝑐𝑛...𝑐2)
α ,

где 𝑝 обозначает размерность браны, α — степень 𝑔𝑠 в знаменателе, 𝑐𝑖 — ко-
личество специальных направлений, от степени 𝑖 радиуса которых зависит
натяжение. Так 5(1,2)3 брана имеет два квадратичных цикла и 1 кубический
цикл. Несложно подсчитать, что всего существует шесть способов вложить 61

3-
брану, три способа вложить 7(1,0)3 -брану и три способа вложить 5(1,2)3 -брану.
Наконец, единственная α = 4 брана 53

4 может быть вложена в размерность 10
необходимым образом. Итого имеем 4 + 8 + 12 + 1 = 25 5-бран в размерности
𝐷 = 7, что согласуется с числом в Таблице 7.

Из приведенной классификации можно заключить в частности, что
ненулевые компоненты тензоры погружения генерируются намотками бран
на циклы внутреннего пространства при размерной редукции. При этом
стандартные браны генерируют компоненты тензоры погружения, соответ-
ствующие потокам тензора напряженности в стандартном смысле:

F̂𝑝 =
∫
Σ𝑝

F(𝑝) . (2.102)

Интерпретация других компонент менее очевидна. Естественно отождествить
их с более общим понятием тензора напряженности, а именно, негеомет-
рические флаксы, индуцированные потенциалами смешанной симметрии,
взаимодействующими с экзотическими бранами. Пунктирная линия на Рис.
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2.3 обозначает именно такого типа редукции в присутствии негеометрических
флаксов.

Поскольку 11-мерная супергравитация в ее стандартной формулировке
не содержит потенциалов смешанной симметрии, негеометрические ком-
пактификации не могут быть интерпретированы в терминах стандартных
редукций. Однако, симметрии U-дуальности могут быть использованы для
формулировки расширенной теории, реализующей их геометрически. После-
дующие главы посвящены описанию соответствующей расширенной геомет-
рии, построению таких теорий, называемых исключительными теориями, и
описанию негеометрических редукций и динамики экзотических бран.
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Глава 3. Исключительная теория поля

3.1 Расширенное пространство

Симметрия U-дуальности появляется при редукции 11-мерной супер-
гравитации на тор, максимально симметричное пространство. Ее подгруппа,
симметрия S-дуальности супергравитации типа IIB в размерности 10, гео-
метрически интерпретируется как группа симметрий двумерного тора. Сама
IIB теория при этом расширяется до F-теории, 12-мерного обобщения супер-
гравитации со специфически устроенным фоновым пространством, являю-
щимся комплексным эллиптическим слоением. Комплексная структура слоев
τ интерпретируется как аксиодилатон в 10-мерной теории. Вообще говоря,
F-теория является скорее особой формулировкой обычной IIB супергравита-
ции, включающей описание эффектов, связанных с присутствием (p,q) 7-бран.
Изначальная формулировка F-теории была предложена именно в связи с опи-
санием размерных редукций в присутствии D-бран с учетом непертурбативных
эффектов [102]. Заметим, что экзотические браны являются непертурбатив-
ными объектами, что отражается в зависимости натяжения от все более
высоких отрицательных степеней струнной константы связи 𝑔𝑠.

Калиброванная супергравитация дает алгебраическое описание негео-
метрических редукций в терминах представлений группы симметрии. Для
построения геометрического описания следует ввести понятие расширенного
пространства. Естественно считать тор частным случаем такого простран-
ства, максимально реализующего симметрию дуальности, при этом сама
U-дуальность должна пониматься как группа локальных преобразований ко-
ординат на расширенном пространстве. Здесь можно видеть прямую аналогию
с плоским 𝑑-мерным пространством, сохраняющим максимальную глобаль-
ную группу симметрий GL(𝑑) локальных диффеоморфизмов:

𝜕𝑥′𝑚

𝜕𝑥𝑛
→ Λ𝑚

𝑛 = const. (3.1)

Таким образом, задача построения расширенного пространства состоит в опре-
делении набора координат, линейные преобразования которых соответствуют
глобальной группе U-дуальности E𝑑 в размерности 𝑑. Очевидно, что следует
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дополнить 𝑑 координат правильным способом, поскольку группа E𝑑 не имеет
представлений размерности 𝑑.

Прозрачнее всего логика введения новых координат прослеживается для
группы T-дуальности, которая является пертурбативной симметрией и допус-
кает описание в терминах отдельных мод возбуждений струны на плоском
торе. Массовый спектр возбуждений замкнутой струны на фоне тора 𝕋 𝑑 мо-
жет быть представлен в следующем виде:

𝑀2 = PMHMNPN + 2(𝑁 + �̄� − 2), (3.2)

гдеHMN — обобщенная метрика, введенная в Главе 1.1, 𝑁,�̄� — осциллятор-
ные моды, PM — обобщенный импульс, объединяющий моды импульса 𝑝𝑚 и
намоток 𝑤𝑚 вдоль каждого из направлений тора

PM =

[︄
𝑝𝑚

𝑤𝑚

]︄
. (3.3)

Обозначая правые и левые гармоники скалярных полей на мировом листе
струны 𝑋𝑚𝑅 (τ,σ) и 𝑋𝑚L (τ,σ) соответственно, запишем для координаты

𝑋𝑚(τ,σ) = 𝑋𝑚𝑅 (τ,σ) + 𝑋𝑚L (τ,σ) = 𝑋𝑚0 + 𝑝𝑚σ + . . . , (3.4)

где точки обозначают сумму осцилляторных мод, 𝑋𝑚0 — координата центра
масс струны. Импульс 𝑝𝑚 является нулевой модой производной скалярного
поля 𝑋𝑚 по координате σ на мировом листе струны

𝑝𝑚 =
1
𝐿

∫ 𝐿

0
𝑑σ𝜕σ𝑋

𝑚(τ,σ). (3.5)

Таким же образом можно определить намотки𝑤𝑚 как нулевую моду производ-
ной от координаты 𝑋𝑚 = 𝑋𝑚𝑅 − 𝑋𝑚L по координате τ

𝑤𝑚 =
1
𝐿

∫ 𝐿

0
𝑑σ𝜕τ𝑋

𝑚(τ,σ). (3.6)

Условие совпадения массовых уровней в спектре струны накладывает ограни-
чение на моды импульса и намоток 𝑝𝑚𝑤𝑚 = 0.

Как было показано в Главе 1 уравнения движения замкнутой струны на
торе могут быть эквивалентно записаны как в терминах скалярных полей
𝑋𝑚(τ,σ), так и в терминах дуальных 𝑋𝑚(τ,σ). В работе [103] было предло-
жено рассматривать нормальные и дуальные скалярные поля на мировом
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объеме струны. Было показано, что соответствующая двойная сигма модель
инвариантна относительно конформных преобразований и двумерных лорен-
цевых преобразований как на классическом, так и на квантовом уровне. В
более ранней работе [104] показана квантовая эквивалентность дуальных
друг другу моделей. Естественно распространить интерпретацию скалярных
полей 𝑋𝑚 как координат вложения мирового листа струны в объемлющее
пространство и на дуальные поля 𝑋𝑚, рассматривая расширенное простран-
ство, параметризованное координатами 𝕏M = (𝑋𝑚, 𝑋𝑚). Условие совпадения
уровней накладывает ограничения на функции, определенные на таком про-
странстве, которое в ковариантном виде записывается следующим образом

ηMN𝜕MΦ1(𝕏)𝜕NΦ2(𝕏) = 0, (3.7)

где Φ1,2(𝕏) — две произвольные функции на расширенном пространстве.
Фактические, условие проекции означает, что все функции обязаны зависеть
только от половины всех координат на расширенном пространстве, что за-
дает факторизацию на пространстве функций. По историческим причинам
такое условие называется условием проекции или условием сечения (section
condtion). Далее в тексте будут использоваться оба названия.

Переход к описанию в терминах расширенного пространства предостав-
ляет возможность построить формулировку сигма-модели и супергравитации,
ковариантную относительно симметрии дуальности. Впервые описание дина-
мики струны в терминах геометрии обобщенного пространства было предло-
жено в работе [105] 1993 года, где было сформулировано понятие обобщенной
производной Ли, условие проекции, построены ковариантные производные
и получены выражения для обобщенной кривизны и кручения. Дальнейшее
развитие идея эквивалентного рассмотрения обычных (геометрических) и ду-
альных координат получила в работах [106, 107, 108], где было построено
действие, инвариантное относительно действия группы симметрий O(10,10),
показана его независимость от выбранного фона, получены преобразования
обобщенных тензоров при конечных преобразованиях, инфинитезимальный
предел которых индуцирует обобщенную производную Ли. Было предложено
название «двойная теория поля» из-за удвоения размерности пространства.

Правильный подсчет координат расширенного пространства для теорий
поля, ковариантных относительно локальной группы U-дуальности оказыва-
ется существенно сложнее, чем просто их удвоение. Действительно, удвоение
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координат произошло из-за необходимости учета мод намоток струны, при
этом учитывать моды намоток других объектов с другой зависимостью натя-
жения от 𝑔𝑠 нет необходимости, поскольку Т-дуальность не перемешивает их
с 𝑔0

𝑠 орбитами. Как мы видели выше, с группой U-дуальности ситуация карди-
нально иная, и поэтому необходимо учитывать моды намоток всех объектов
теории. К счастью, число бран, которые можно намотать на 𝑑-мерный внут-
ренний тор ограничено, что дает конечномерное расширенное пространство
(при 𝑑 ⩽ 8). Заметим, что подсчет мод намоток бран в разных размерностях
буквально совпадает с подсчетом числа 1/2БПС состояний, и именно поэтому
дает те же представления группы симметрии. Расширенное пространство для
теории с группой U-дуальности SL(5) было построено в работе [20]. Тамже бы-
ло построено SL(5)-ковариантное действие для обобщенной метрики (1.36).
На другие группы U-дуальности полученные результаты были обобщены в ра-
ботах [21, 22, 23, 24].

Вычислим размерности расширенного пространства для каждой группы
U-дуальности прямым подсчетом мод намоток. Как обсуждалось выше, спектр
протяженных объектов М-теории включает M2, M5-браны, KK6-монополь, а
также множество экзотических бран, которые оказываются существенными
для теорий с группой 𝐸8(8) и выше. В Таблице 10 выписаны неприводимые
представления группы U-дуальности для каждой размерности 𝑑 внутренне-
го тора, отвечающие (глобальным) преобразованиям координат обобщенного
пространства 𝕏M . Соответствующий обобщенный импульс обозначен PM и
включает обычный импульс 𝑝𝑚, намотки М2-браны 𝑤𝑚𝑛, М5-браны 𝑤𝑚1···5 и
т.д. Таким образом, число намоток М2 и М5 соответствует числу компонент 2-
и 5-форм в размерности 𝑑 соответственно и равно биномиальным коэффици-
ентам 𝐶2

𝑑
и 𝐶5

𝑑
. Видно, что вклад намоток М5-браны оказывается ненулевым,

только начиная с размерности 𝑑 = 5, поскольку она просто не может быть
полностью намотана на число меньшее направлений. Калуца-кляйновский
монопль 𝐾𝐾6 является объектом с мировым объемом размерности 6+1 и до-
полнительно одним специальным Taub–NUT циклом. Намотки КК6-монополя
параметризуются тензором смешанной симметрии 𝑧(7,1), как и соответству-
ющий центральный заряд алгебры N = 1 суперсимметрии в 𝐷 = 11.
Компоненты тензора смешанной симметрии 𝑧(7,1) имеют вид:

𝑧𝑎1...𝑎7,𝑏, (3.8)
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Таблица 10 — Число намоток бран М-теории на тор 𝕋 𝑑. В таблице
𝐺 обозначает группу U-дуальности, R𝕏 обозначает представление
группы дуальности, которому принадлежат координаты
расширенного пространства.

d G P M2 M5 KK6 53 26 0(1,7) R𝕏

2 SL(2) 2 1 - - - - - 3
3 SL(3)×SL(2) 3 3 - - - - - (3,2)
4 SL(5) 4 6 - - - - - 10
5 SO(5,5) 5 10 1 - - - - 16𝑠
6 E6(6) 6 15 6 - - - - 27
7 E7(7) 7 21 21 7 - - - 56
8 E8(8) 8 28 56 56 56 28 8 248

причем ненулевыми являются только компоненты, для которых индекс 𝑏

равен одному из индексов 𝑎𝑖. Например, для 𝑑 = 7 такой тензор имеет 7 ком-
понент. Для 𝑑 = 8 удобно свернуть 𝑧𝑎1...𝑎7,𝑏 с абсолютно антисимметричным
тензором, чтобы получить

𝑧𝑏
𝑎 = 𝑧𝑎1...𝑎7,𝑏 ε

𝑎1...𝑎7𝑎. (3.9)

Всего 𝑧𝑎𝑏 имеет 8 × 8 = 64 компонент, а дополнительное условие 𝑧𝑎𝑎
��
no sum = 0

вычитает 8 компонент, оставляя только 56. Также для 𝑑 = 8 необходи-
мо добавить моды намоток экзотических бран 53,26 и 0(1,7), которые имеют
три, шесть и семь специальных циклов соответственно. Дополнительно, 0(1,7)-
брана имеет специальный цикл, от радиуса которого натяжение зависит как
𝑅3 (кубический цикл). Моды намоток этих бран параметризуются следующи-
ми тензорами смешанной симметрии:

53 : 𝑧𝑎1...𝑎8,𝑏1𝑏2𝑏3 # = 56,
26 : 𝑧𝑎1...𝑎8,𝑏1...𝑏6 # = 28,
0(1,7) : 𝑧𝑎1...𝑎8,𝑏1...𝑏7,𝑐1 # = 8.

(3.10)

Как и для потенциала, связанного с КК-монополем, ненулевыми компонента-
ми тензоров здесь будут только те, для которых индексы справа от запятых
равны тем, что слева. Например, в последней строке следует считать 𝑐1 = 𝑏1 =

𝑎1 и 𝑏𝑖=𝑎𝑖. Оставшиеся свободными индексы 𝑎𝑖 соответствуют направлениям
самой браны.
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В Таблице 10 последний столбец содержит размерности представления
R𝕏, в котором преобразуются координаты расширенного пространства. За-
метим, что в этом же представлении преобразуются векторные поля 𝐴µ

M ,
а следовательно и генераторы 𝑋M калиброванной супергравитации. Это на-
блюдение имеет важные следствия и является ключевым свойством для
построения калиброванных супергравитаций обобщенными редукциями
Шерка–Шварца. Замечательным фактом является то, что сумма всех чисел
намоток на 𝑑 < 8 направлений равна размерности неприводимого представ-
ления группы U-дуальности E𝑑(𝑑). Однако, для 𝑑 = 8, суммируя все моды
намотки и импульса, мы получим число 240, причем минимальная размер-
ность представлений группы E8 равна 248. Важно, что это несоответствие
не может быть устранено добавлением экзотических бран, поскольку спектр
М-теории не содержит больше объектов, которые могут быть полностью
намотаны на восемь направлений. То же самое несоответствие видно в ка-
либрованной теории, где число векторных полей оказывается равно 240, и
необходимо добавить еще 8 векторных полей, связанных некоторыми усло-
виями, для восстановления числа физический степеней свободы. То же верно
для расширенного пространства, где добавляются восемь координат и допол-
нительное условие проекции. Ситуация для 𝑑 > 8 оказывается еще более
драматической, поскольку группа дуальности является бесконечномерной
и расширенное пространство имеет бесконечную размерность. В настоящей
диссертации мы рассматриваем теории на конечномерных расширенных про-
странствах с группами симметрии SL(5), SO(5,5), E6.

3.2 Обобщенная производная Ли и условие проекции

Из обсуждения выше понятно, что группа дуальности в построении гео-
метрии расширенного пространства играет ту же роль, что и группа GL(𝑑) в
геометрии общей теории относительности. Инфинитезимальные преобразова-
ния координат 𝑥𝑚 → 𝑥𝑚+ξ𝑚 точки 𝑝 на римановом многообразии индуцируют
преобразование тензоров, задаваемое производной Ли. Достаточно опреде-
лить ее для векторов:

𝐿ξ𝑉
𝑚 = ξ𝑛𝜕𝑛𝑉

𝑚 + 𝜕𝑛ξ𝑚𝑉𝑛. (3.11)
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Здесь первое слагаемое возникает из изменения координат самой точки 𝑝, и
естественно его называть трансляционным. Второе слагаемое имеет вид дей-
ствия некоторой 𝔤𝔩(𝑑) матрицы Λ𝑛

𝑚 = 𝜕𝑛ξ
𝑚, вообще говоря зависящей от

точки, на компоненты вектора. Представленная в таком виде производная
Ли может быть непосредственно обобщена на случай других групп локаль-
ной симметрии

δΛ𝑉
M = LΛ𝑉

M = ΛN𝜕N𝑉
M + α𝑑ℙMN 𝐾

L𝜕KΛ
𝐿𝑉N + λ𝑑𝜕NΛN𝑉M . (3.12)

Здесь 𝑉M = 𝑉M (𝕏) — компоненты обобщенного вектора, под которыми мы
будем понимать набор 𝑉M , преобразующийся согласно правилу выше. Индек-
сыM,N = 1, . . . , dimR𝑑 нумеруют компоненты обобщенного вектора. Первое
слагаемое в (3.12) является трансляционным членом и естественно имеет тот
же вид, что и в случае преобразования тензоров на римановом пространстве.
Второе слагаемое имеет вид преобразования из группы дуальности, действу-
ющее в каждой точке на компоненты 𝑉M . Оно построено путем проекции
dimR𝑑 × dimR𝑑 матрицы 𝜕NΛM в элемент алгебры при помощи проектора
ℙ. Третье слагаемое соответствует преобразованию за счет ненулевого веса
λ𝑛, которое, вообще говоря, может быть добавлено и для тензоров в ОТО,
но не является там необходимым. По причинам, которые будут подробно об-
суждаться ниже, в теориях, ковариантных относительно групп дуальности,
введение ненулевого веса для отдельных тензоров оказывается необходимым.

Важнейшим свойством объектов на расширенном пространстве явля-
ется то, что преобразования обобщенных векторов, определенные выше,
образуют замкнутую алгебру, удовлетворяющую тождеству Якоби только с
точностью до членов определенного вида:

[δΛ1,δΛ2] = δ[Λ1,Λ2]𝐸 + 𝐹0,

[δΛ1,δΛ2,δΛ3] = 𝐹1.
(3.13)

Скобка [ , ]𝐸 определена стандартным образом:

[Λ1,Λ2]𝐸 =
1
2 (LΛ1Λ2 − LΛ2Λ1). (3.14)

К счастью оба члена 𝐹0 и 𝐹1, являющиеся довольно нетривиальной комбина-
цией полей и их производных, оказываются тождественно равными нулю, если
все функции на расширенном пространстве удовлетворяют условию проекции

𝑌MNKL𝜕M 𝑓 𝜕N𝑔 = 0. (3.15)
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Здесь 𝑓 ,𝑔 обозначают любые функции на расширенном пространстве, в том
числе компоненты обобщенных тензоров. Так называемый 𝑌 -тензор 𝑌MNKL
построен из инвариантов группы дуальности следующим образом [109]:

𝑌MNKL = −α𝑛ℙK𝑀𝐿
N + β𝑛δMK δ

N
L + δ

M
L δ
N
K ,

𝑌 (MNKL𝑌
R)L
PQ − 𝑌 (MNPQδ𝑅)K = 0, для 𝑑 ⩽ 5,

𝑌MPKQ𝑌
QN
PL = (2 − α𝑛)𝑌MNKL + (𝐷β𝑛 + α𝑛)β𝑛δMK δ

N
L + (α𝑛 − 1)δML δ

N
K .

(3.16)

Поясним обозначения: 𝑑 = 11 − 𝐷 равно числу направлений 11-мерного
пространства, которые выбраны для построения расширенного пространства,
ℙK
MLN обозначает проектор на присоединенное представление группы ду-

альности ℙK
MPQℙQ

PLN = ℙK
MLN и нормирован так, что ℙM

NNM =

dim(𝑎𝑑 𝑗). Коэффициенты α𝑑 and β𝑑 в зависимости от выбранной группы
дуальности принимают следующие численные значения: (α4,β4) = (3,15),
(α5,β5) = (4,14), (α6,β6) = (6,13). Y-тензор в явном виде для некоторых групп U-
дуальности, релевантных для последующего изложения, приведен в Таблице
11. Описанная конструкция верна только для конечномерных расширен-

Таблица 11 — 𝑌 -тензор для некоторых групп T- и U-дуальности.
Здесь греческие индексы α,β,γ = 1, . . . , 5 нумеруют пространство
представления 5 группы SL(5), индекс 𝑖 нумерует пространство
представления 10 группы SO(5,5). В правых частях равенств стоят
комбинации инвариантных тензоров соответствующих групп.

Группа Y-тензор dimR𝕏

O(d,d) 𝑌MNKL = ηMNηKL 2𝑑
SL(5) 𝑌MNKL = εαMNεαKL 10

SO(5,5) 𝑌MNKL = 1
2 (γ

𝑖)MN (γ𝑖)KL 16
𝐸6(6) 𝑌MNKL = 10 𝑑MN𝑅𝑑KLR 27
𝐸7(7) 𝑌MNKL = 12 𝑐MNKL + δ(𝑀K δ

𝑁)
L +

1
2ε
MNεKL 56

ных пространств и преобразований обобщенных тензоров на них. Описание
преобразований обобщенных тензоров при преобразованиях, задаваемых ал-
гебрами Каца–Муди, предложено в работе [110].
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Исключительные теории поля формулируются на пространстве-времени,
параметризованном 𝑑 так называемыми внешними (обычными) координата-
ми 𝑥µ и 𝐷 = dimR𝕏 так называемыми внутренними координатами расши-
ренного пространства 𝕏M . Названия «внешнее» и «внутреннее» для наборов
координат являются условными, поскольку размерная редукция вообще го-
воря не подразумевается. Поэтому размерность пространств, на которых
определяются исключительные теории поля всегда больше 11. При этом
условие проекции обязано выполняться, что эффективно ограничивает раз-
мерность до 11 или 10, в зависимости от выбора решения.

Рассмотрим в качестве примера расширенное пространство для теории с
группой дуальности SL(5). Под действием глобальных дуальностей десять ко-
ординат преобразуются как векторы пространства представления 10 и могут
быть параметризованы компонентами антисимметричной матрицы {𝕏M} =
{𝕏[𝑀𝑁]}. Здесь индексы 𝑀,𝑁 = 1, . . . ,5 нумеруют компоненты векторов
фундаментального представления. Разложим координаты на расширенном
пространстве по представлениям геометрической подгруппы GL(4) группы ду-
альности

𝕏[𝑀𝑁] =
⎧⎪⎨⎪⎩𝕏

𝑚5 = 𝑥𝑚,

𝕏𝑚𝑛 = 1
2ε

𝑚𝑛𝑘𝑙 𝑦𝑘𝑙,
𝑚,𝑛 = 1, · · · ,4 (3.17)

где шесть координат 𝑦𝑚𝑛 соответствуют модам намотки М2-браны, а четы-
ре координаты 𝑥𝑚 являются стандартными геометрическими координатами.
Условие проекции для выбранной группы имеет вид

ε𝑀𝑁𝐾𝐿𝑃𝜕𝑀𝑁 ⊗ 𝜕𝐾𝐿 = 0, (3.18)

где равенство следует понимать в смысле действия левой части на произ-
вольные функции на расширенном пространстве. Условие проекции имеет
несколько классов решений, соответствующих различным супергравитациям.
Самое очевидное решение 𝜕𝑀𝑁 = 0, то есть ничего не зависит от коор-
динат на расширенном пространстве. Такое решение соответствует обычной
калуца-кляйновской размерной редукции на тор. Менее очевидным решением
является выбор функций, которые не зависят от дуальных координат: 𝜕𝑚𝑛 = 0.
Действительно, разложим условие проекции под действием геометрической
подгруппы GL(4), получим:

ε𝑚𝑛𝑘𝑙𝜕𝑚𝑛 ⊗ 𝜕𝑘𝑙 = 0,
ε𝑚𝑛𝑘𝑙𝜕𝑛𝑘 ⊗ 𝜕5𝑙 = 0.

(3.19)



92

Очевидно, в таком случае оба уравнения выполняются, и мы получим функ-
ции, зависящие от 7 координат 𝑥µ и 4 координат 𝑥𝑚. Можно показать, и это
будет сделано ниже, что при этом исключительная теория поля воспроизво-
дит стандартную 11-мерную супергравитацию. Нетривиальность конструкции
здесь в том, что можно выбирать любое вложение геометрической подгруппы
GL(4), каждое из которых будет давать 11-мерную супергравитацию. Решения
уравнений полученных теорий будут связаны друг с другом преобразования-
миU-дуальности. Такой подход позволяет естественным образом генерировать
решения, соответствующие экзотическим бранам, чему посвящена Глава 5.

Говоря алгебраическим языком, вложение 11-мерной супергравитации в
исключительную теории поля соответствует вложению максимальной геомет-
рической подгруппы GL(d) в группу U-дуальности E𝑑(𝑑). В терминах диаграмм
Дынкина это соответствует стиранию одного корня. Понятно, что допол-
нительное стирание корня полученной диаграммы типа 𝐴 будет давать IIA
супергравитацию и описывать вложение группы GL(d-1). Оказывается, суще-
ствует другой класс вложений геометрической подгруппы GL(d-1), связанный
с IIA вложением внешним автоморфизмом. Такое вложение соответствует IIB
теории, а внешний автоморфизм описывает Т-дуальность между IIA и IIB.
Следует отметить, что в случае IIB вложения максимальной подгруппой яв-
ляется GL(𝑑 − 1) × SL(2), где дополнительный фактор соответствует группе
S-дуальности. Таким образом, на примере SL(5) теории имеем два вложения

11 : SL(5) ←↪ SL(4) × GL(1),
10→ 4+1 ⊕ 6−2,

𝐼 𝐼𝐵 : SL(5) ←↪ GL(3) × SL(2),
10→ (3,2)−1 ⊕ (3̄,1)4 ⊕ (1,1)−6,

(3.20)

где нижние индексы обозначают вес векторов представления по GL(1) под-
группе. В компонентах координат 𝑋𝑀𝑁 разложение для типа IIB можно
записать следующим обоазом:

𝑋𝑀𝑁 → (𝑋𝑚𝑛, 𝑋𝑚α, 𝑋αβ), 𝑚,𝑛 = 1,2,3, α,β = 1,2. (3.21)

Здесь латинские индексы нумеруют пространство представления 3 группы
GL(3), а греческие индексы — пространство представления 2 группы S-
дуальности SL(2). Условие проекции для вложения теории типа IIB в исклю-
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чительную теорию поля принимает следующий вид

εαβε𝑚𝑛𝑘𝜕𝑚𝑛 ⊗ 𝜕𝑚α = 0,
εαβε𝑚𝑛𝑘(𝜕𝑚𝑛 ⊗ 𝜕αβ + 2𝜕α𝑘 ⊗ 𝜕β𝑘) = 0.

(3.22)

Решения этого условия, оставляющие зависимость от трех координат, принад-
лежат двум классам, в зависимости от нарушения SL(2) симметрии. Выбирая
решения вида 𝜕𝑚𝑛 = 0, 𝜕αβ = 0 и, например, 𝜕2𝑚 = 0, получим теорию без
SL(2) инвариантности, а именно, супергравитацию типа IIA. Условие 𝜕α𝑚 =

0,𝜕αβ = 0 является симметричным относительно S-дуальности, и соответ-
ствующая теория будет SL(2)–ковариантной формулировкой супергравитации
типа IIB. Отдельно можно рассмотреть ограничения, не полностью решающие
условие проекции, а именно 𝜕αβ = 0, 𝜕2𝑚 = 0. Определяя 𝜕𝑚 = ε𝑚𝑛𝑘𝜕𝑛𝑘, остав-
шееся условие мы можем записать в виде

𝜕𝑚 ⊗ 𝜕𝑚 = 0. (3.23)

Полученное выражения является ничем иным как условием проекции для
O(3,3) двойной теории поля, записанным в GL(3) обозначениях. Естественно
ожидать, что исключительная теория поля содержит двойную теорию поля,
поскольку группы Т-дуальности является подгруппой U-дуальности. Впервые
это было показано для вложения O(3,3) теории в SL(5) теорию в работе [111]

Кроме тривиального решения 𝜕M = 0 условия проекции, соответствую-
щего редукции на тор, и решений, дающих 11-мерную и IIA/B супергравита-
ции, существует специальный класс решений, где зависимость от координат
на обобщенном пространстве определяется некоторой матрицей 𝑈MN , назы-
ваемой твистовой. Например, для векторных полей теории 𝐴µ

M (𝑥,𝕏) имеем
анзац

𝐴µ
M (𝑥,𝕏) = 𝑈NM (𝕏)𝐴µN (𝑥). (3.24)

В таком случае условие замыкания алгебры обобщенных диффеоморфизмов
сводится к некоторым условиям на твистовые матрицы. При определенных
условиях такие обобщенные редукции Шерка–Шварца воспроизводят калиб-
рованные супергравитации. Причем, все компоненты тензора погружения
Θ получают интерпрертацию в терминах комбинаций компонент твистовой
матрицы и их производных. Более подробно такие редукции будут рассмат-
риваться в Главе 4.



94

3.3 Преобразования полей и тензорная иерархия

Рассмотрим преобразования полей исключительной теории под дей-
ствием диффеоморфизмов обычного пространства и симметрий, связанных
с расширенным пространством. Спектр полей исключительной теории с лю-
бой группой симметрии включает метрическое полей 𝑔µν, R𝕏 векторных
полей 𝐴µ

M , обобщенную метрику MMN параметризующую фактор-группу
E𝑑(𝑑)/𝐻 и тензорные поля Bµ1...µ𝑟

α, представленные формами ранга 2 и выше,
принадлежащие определенным представлениям группы дуальности. Супер-
симметричные теории дополнительно включают фермионы, принадлежащие
мультиплетам по действию локальной группы дуальности 𝐻. Как обсуждалось
выше, локально геометрия расширенного пространства задается в терминах
обобщенной производной Ли LΛ, определяющей инфинитезимальные преоб-
разования обобщенных тензоров. Поскольку, вообще говоря, вектор ΛM =

ΛM (𝑥,𝕏) в полной теории зависит не только от собственно координат 𝕏M на
расширенном пространстве, но и от внешних координат 𝑥µ, производные 𝜕µ
обобщенных векторов не преобразуются ковариантно. Следуя стандартному
подходу калибровочных теорий, введем длинную производную:

𝐷µ = 𝜕µ − L𝐴µ . (3.25)

Так определенная длинная производная имеет ту же природу, что и длинная
производная 𝐷µ = 𝜕µ + 𝑔𝑋M𝐴µ

M калиброванной супергравитации, с той лишь
разницей, что генераторы 𝑋M теперь представляют собой дифференциаль-
ные операторы на обобщенном пространстве. Ожидаемо, структура тензорной
иерархии повторяется здесь с точностью до соответствующих переобозначе-
ний.

Определим тензор напряженности 𝐹µνM стандартным образом [𝐷µ,𝐷ν] =
−L𝐹µν

, что дает

𝐹µν
M = 2𝜕[µ𝐴νM − [𝐴µ,𝐴ν]𝐸M . (3.26)

Как и в формализме калиброванной супергравитации так определенный тен-
зор напряженности не является ковариантным и требует доопределения при
помощи поля 2-формы 𝐵µν

KL:

FµνM = 𝐹µν
M + 𝑌MNKL 𝜕N𝐵µν

KL, (3.27)
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с законом преобразования

Δ𝐵µν
KL = δ𝐵µν

KL − 1
𝐷(1 − 2β𝑑)

𝑌KLMN 𝐴
M
[µδ𝐴

N
ν] . (3.28)

Здесь первое слагаемое включает возможные собственные преобразования
поля 𝐵µνKL (диффеоморфизмы, калибровочные преобразования и т.п.), а вто-
рое слагаемое необходимо для обеспечения ковариантности тензора FµνM .
Конечно, при этом LFµν

≡ L𝐹µν
с точностью до выполнения условия про-

екции. Действительно, рассмотрим преобразования с параметром заданным
Λ0M = 𝑌MNKL 𝜕Nχ

KL для произвольного χKL. Используя общее определение
(3.12), получим:

δΛ0𝑉
M = 𝑌NKPQ

(︂
𝜕Nχ

PQ𝜕K𝑉
M + 1

2𝜕NKχ
PQ𝑉M

)︂
− 1

2𝑌
NP
KL𝑌

MK
RS 𝜕NPχ

RS𝑉L . (3.29)

Важно заметить, что введенные 2-формы не представляют новых степеней
свободы, а набираются из уже имеющихся полей теории. Здесь возможно два
варианта: поля 2-формы являются независимыми полями или они являются
дуальной реализацией тех же степеней свободы, что представлены векторны-
ми полями. Последнее реализуется в размерности 𝐷 = 6. И действительно,
размерность векторного мультиплета и мультиплета 2-форм в этом случае
равна 27. В таком случае тензорная иерархия обрывается, и необходимости
строить тензор напряженности для поля 𝐵µνMN нет, поскольку динамика со-
ответствующих степеней свободы уже закодирована в действии для FµνM .

Если мультиплет 2-форм не является дуальным к векторному муль-
типлету, мы продолжаем построение тензорной иерархии и рассматриваем
тождества Бьянки для тензора напряженности векторного мультиплета:

3 𝐷[µFνρ]M = − 𝑌MNKL 𝜕NFµνρ
KL,

FµνρKL = 3 𝐷[µ𝐵νρ]KL +
3

𝐷(1 − 2β𝑑)
𝑌KLPQ

(︂
𝐴
(P
[µ 𝜕ν𝐴

Q)
ρ] −

1
3 [𝐴[µ,𝐴ν]𝐸

(P𝐴ρ]
Q)

)︂
− 3

(︁
𝜕N𝐶µνρ

N ,KL − 𝑌KLPQ 𝜕N𝐶µνρ
Q,PN )︁

.

(3.30)
Слагаемые в последней строке добавлены по той же причине: для обеспече-
ния ковариантности тензора FµνρKL. Прямой подстановкой убеждаемся, что
они выпадают из тождества Бьянки. Как и прежде, 3-формы могут быть ду-
альными уже имеющимся в иерархии 2-формам, что выполняется в 𝐷 = 7,
или представлять уже имеющиеся в спектре теории поля. Поскольку мы здесь
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интересуемся теориями в размерности 𝐷 = 7,6,5, построение тензорной иерар-
хии закончим на этом шаге. Итого имеем следующие преобразования для
ковариантных тензоров напряженности и калибровочных полей:

δFµνM = 2D[µΔ𝐴Mν] − 𝑌
MN
KL 𝜕NΔ𝐵µν

KL,

δFµνρKL = 3D[µΔ𝐵νρ]KL +
3

𝐷(1 − 2β𝑑)
𝑌KLPQ F[µν

𝑃Δ𝐴Q
ρ]

− 3
(︁
𝜕NΔ𝐶µνρ

N ,KL − 𝑌KLPQ 𝜕NΔ𝐶µνρ
𝑄,𝑃N )︁

,

δFµνρσM,KL = 4 𝐷[µΔ𝐶νρσ]M,KL

+ 1
3𝐷(1 − 2β𝑑)

(︂3
8F[µν

MΔ𝐵ρσ]
KL − 1

4F[µνρ
KLδ𝐴M

σ]

)︂
,

Δ𝐴Mµ = δ𝐴Mµ ,

Δ𝐵µν
KL = δ𝐵µν

KL − 1
𝐷(1 − 2β𝑑)

𝑌KLMN 𝐴
M
[µδ𝐴

N
ν] ,

Δ𝐶µνρ
N ,KL = δ𝐶µνρ

N ,KL − δ𝐴N[µ𝐵νρ]
KL − 1

3𝐷(1 − 2β𝑑)
𝑌KLRS 𝐴

N
[µ𝐴

𝑅
νδ𝐴

𝑆
ρ] .

(3.31)
Сопоставляя поля форм с соответствующими полями максимальной

D-мерной супергравитации, естественно ввести параметры калибровочных
преобразований ΞµMN ,ΨµνM,KL в дополнение к ΛM . Таким образом, для ка-
либровочных преобразований полей имеем:

Δ𝐴Mµ = DµΛM + 𝑌MNKL 𝜕NΞµ
KL,

Δ𝐵µν
KL = 2D[µΞν]KL −

1
𝐷(1 − 2β𝑑)

𝑌KLMNΛ
MFµνN

+ 3
(︂
𝜕NΨµν

N ,KL − 𝑌KLPQ 𝜕NΨµν
𝑃,NQ

)︂
,

Δ𝐶µνρ
M,KL = 3D[µΨνρ]M,KL − F[µνMΞρ]

KL + 2
3𝐷(1 − 2β𝑑)

𝑌KLPQΛ
PFµνρ𝑄M .

(3.32)

3.4 Лагранжиан исключительной теории поля

Полный лагранжиан бозонного сектора исключительной теории поля
можно представить в виде

L𝑏𝑜𝑠 = L (𝑈)𝑘𝑖𝑛
+ L𝑇 − 𝑉 + L𝑡𝑜𝑝, (3.33)
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где выбраны следующие обозначения. Универсальный кинетический лагран-
жиан L𝑘𝑖𝑛

(𝑈), вид которого не зависит от выбранной группы дуальности для
размерности 𝐷 = 5,6,7. Этот член включает гравитационную частьL𝑅 (лагран-
жиан для внешней метрики 𝑔µν), кинетическое слагаемое для скалярного
сектора теории L𝑠𝑐 и лагранжиан L𝑉 для векторного мультиплета. Далее L𝑇
обозначает лагранжиан для мультиплета 2-форм. Как следует из тензорной
иерархии, в размерности 𝐷 = 5 он отсутствует, а в размерности 𝐷 = 6 имеет
смысл лагранжиана для псевдодействия. Скалярный потенциал 𝑉 обозначает
часть полного лагранжиана, зависящую только от производных обобщенной
метрики и внешней метрики по координатам обобщенного пространства. При
обобщенной редукции Шерка–Шварца, которая будет подробно рассмотрена
ниже, 𝑉 буквально воспроизводит скалярный потенциал калиброванной тео-
рии, откуда и название. Наконец, так называемый топологический член L𝑡𝑜𝑝
включает слагаемые, которые не содержат внешней метрики и являются ко-
вариантной записью членов Черна–Саймонса D-мерной супергравитации.

Исключительные теории поля инвариантны относительно
– диффеоморфизмов во внешнем пространстве 𝑥µ → 𝑥µ + ξµ(𝑥,𝕏);
– преобразований, генерируемых обобщенной производнойЛи, которые

можно понимать, как диффеоморфизмы в расширенном пространстве;
– калибровочных преобразований всех полей, задаваемых выражения-

ми (3.32).
Для удобства выпишем явно лагранжианы исключительных теорий поля с по-
яснением обозначений.

D=7

Внешнее пространство имеет размерность 𝐷 = 7, группа дуальности тео-
рии SL(5). Состав полей, соглашения для индексов и некоторые константы:(︂

𝑔µν, 𝐴µ
𝑀𝑁 ∈ 10, 𝐵µν𝑀 ∈ 5̄, 𝑀𝑀𝑁 ∈

SL(5)
SO(5)

)︂
,

µ,ν = 0, . . . ,6; 𝑀,𝑁 = 1, . . . ,5; M,N = 1, . . . ,10,

α𝑑 = 3, β𝑑 =
1
5 , 𝑌MNKL = ε𝑀MNε𝑀KL .

(3.34)
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Лагранжиан имеет вид:

𝑒−1L = − 1
2 �̂�[𝑔,F ] + 1

4α𝑑
𝑔µνDµ𝑀𝑀𝑁 Dν𝑀𝑀𝑁 − 1

8Fµν
𝑀𝑁F µν𝐾𝐿𝑀𝑀𝐾𝑀𝑁𝐿

− 1
3 · (16)2𝑀

MNFµνρ𝑀F µνρ𝑁 − 𝑉 + 𝑒−1L𝑡𝑜𝑝,
(3.35)

где для удобства мы ввели тензор напряженности Fµνρ𝑀, связанный с выра-
жением (3.30), полученным из тождеств Бьянки следующим образом

Fµνρ𝑀 = 8ε𝑀KLFµνρKL = 2ε𝑀𝐾𝐿𝑃𝑄Fµνρ𝐾𝐿,𝑃𝑄 . (3.36)

Здесь мы принимаем, что в суммировании при переходе от индексовM,N =

1, . . . ,10 к антисимметричной паре индексовM → [𝑀𝑁] следует писать мно-
житель 1/2 на каждое суммирование. Такой множитель необходим, поскольку
при суммировании по антисимметричной паре каждая компонента учитыва-
ется дважды.

Инвариантный скаляр Риччи �̂�[𝑔,F ] определяется следующим образом

�̂�µν𝑎𝑏 = 𝑅µν𝑎𝑏 + FµνM 𝑒
ρ
𝑎 𝜕M𝑒ρ 𝑏. (3.37)

Скалярный потенциал так же имеет универсальный вид и записывается сле-
дующим образом:

𝑉 = − 1
4α𝑑

𝑀MN𝜕M𝑀
KL𝜕N𝑀KL +

1
2𝑀
MN𝜕M𝑀

KL𝜕L𝑀𝑁𝐾

− 1
2 (𝑔

−1𝜕M𝑔)𝜕N𝑀MN −
1
4𝑀
MN (𝑔−1𝜕M𝑔) (𝑔−1𝜕N𝑔) −

1
4𝑀
MN𝜕M𝑔

µν𝜕N𝑔µν.

(3.38)
Топологический член определяется своей вариацией, которая имеет ковари-
антный вид

δL𝑡𝑜𝑝 = 16 · 4!εµνρλστκ
[︃
Fµνρλ𝑀𝜕MNΔ𝐶Nστκ + 6FµνMNFρλσ𝑀Δ𝐵τκ𝑁

− 2Fµνρ𝑀Fλστ𝑁δ𝐴MNκ
]︃
.

(3.39)

Уравнения движения для поля 3-формы 𝐶µνρ
M накладывают связь на тензо-

ры напряженности

𝜕𝑀𝐾

(︁
𝑒𝑀𝑀𝑁F µνρ𝑀 −

1
4!ε

µνρλστκFλστκ𝑀) = 0. (3.40)
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D=6

Внешнее пространство имеет размерность 𝐷 = 6, группа дуальности тео-
рии SO(5,5). Состав полей, соглашения для индексов и некоторые константы:(︂

𝑔µν, 𝐴µ
M ∈ 16𝑠, 𝐵µν𝑖 ∈ 10, 𝑀MN ∈

SO(5,5)
SO(5) × SO(5)

)︂
,

µ,ν = 0, . . . ,5; 𝑖, 𝑗 = 1, . . . ,10; M,N = 1, . . . ,16,

α𝑑 = 4, β𝑑 =
1
4 , 𝑌MNKL = γ𝑖MNγ𝑖KL,

(3.41)

где γ𝑖MK — стандартные гамма-матрицы для группы Spin(5,5).
(Псевдо)лагранжиан имеет вид

𝑒−1L = − 1
2 �̂�[𝑔,F ] + 1

4α𝑑
𝑔µνDµ𝑀MN Dν𝑀MN −

1
4Fµν

MF µνN𝑀MN

− 1
2 · 3!Fµνρ𝑖𝑀

𝑖 𝑗F µνρ 𝑗 − 𝑉 + 𝑒−1L𝑡𝑜𝑝,
(3.42)

и должен быть дополнен условием самодуальности

Fµνρ 𝑖 = −
1
3!𝑒
−1εµνρσκλη𝑖 𝑗𝑀

𝑗𝑘F σκλ𝑘. (3.43)

Построение псевдодействия для шестимерных теорий и его связь с истинным
действием рассматриваются ниже.

Вариация топологического члена в ковариантном виде записывается
как:

δL𝑡𝑜𝑝 = 𝑒−1εµνρσκλ
(︂ 1
36Fµνρ𝑖δFσκλ

𝑖 + 1
48Fµνρσ𝑀δFκλ

M
)︂
. (3.44)

D=5

Внешнее пространство имеет размерность 𝐷 = 5, группа дуальности тео-
рии E6(6). Состав полей, соглашения для индексов и некоторые константы:(︂

𝑔µν, 𝐴µ
M ∈ 27, 𝑀MN ∈

E6(6)
USp(8)

)︂
,

µ,ν = 0, . . . ,4;M,N = 1, . . . ,27,

α𝑑 = 5, β𝑑 =
1
3 , 𝑌MNKL = 𝑑PMN𝑑PKL,

(3.45)
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где 𝑑MNK — полностью симметричный инвариантный тензор группы E6(6).
Лагранжиан имеет вид

𝑒−1L = − 1
2 �̂�[𝑔,F ] + 1

4α𝑑
𝑔µνDµ𝑀MN Dν𝑀MN −

1
4Fµν

MF µνN𝑀MN

− 𝑉 + 𝑒−1L𝑡𝑜𝑝.
(3.46)

Бозонный сектор теории был построен в литературе ранее в работе [112], его
суперсимметричное дополнение было получено автором настоящей диссерта-
ции в соавторстве с Х. Замтлебеном в работе [113].

Вариация топологического члена в ковариантном виде записывается
как:

δL𝑡𝑜𝑝 = 𝑒−1εµνρστ
(︂3
4𝑑MNKFµν

MFρσNδ𝐴τK + 5𝑑MNK𝑑KPQ𝜕NFµνρM𝐴σ
Pδ𝐴τ

Q

5𝑑MNK𝜕NFµνρδ𝐵στK
)︂
.

(3.47)

3.4.1 Универсальные кинетические слагаемые

Скалярными полями исключительной теории поля будем называть
те, которые не имеют векторных индексов внешнего пространства. При
полной размерной редукции такие поля действительно будут скалярами
супергравитации в размерности 𝐷. Как обсуждалось выше, скалярные
поля максимальной супергравитации в размерности 𝐷 параметризуют
пространство фактор-группы 𝐺/𝐻, где 𝐺 обозначает глобальную группу
симметрии Креммера–Джулиа, а 𝐻 — ее максимальную компактную под-
группу (R-симметрия фермионного сектора). Естественно сохранить эту же
параметризацию в исключительной теории поля. В настоящей диссертации
рассматриваются исключительные теории поля с группами дуальности SL(5),
SO(5,5), E6(6), со скалярным сектором представленным обобщенном метри-
кой 𝑀MN , принадлежащей соответственно

SL(5)
SO(5) ,

SO(5,5)
SO(5) × SO(5) ,

E6(6)
USp(8) . (3.48)
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Удобно перейти к так называемому обобщенному реперуVMA ∈ 𝐺, связанно-
му с обобщенной метрикой стандартным соотношением:

𝑀MN = VMAVNB𝑀AB . (3.49)

Здесь индексыA,B нумеруют некоторое представление локальной группы 𝐻,
а 𝑀AB — постоянная матрица, обычно взятая равной единичной матрице. В
зависимости от группы дуальности получаем следующие представления для
обобщенного репера:

SL(5) : VM 𝐴, 𝑀 = 1, . . . ,5, 𝐴 = 1, . . . ,5,
SO(5,5) : VM 𝐴 ¤𝐵, 𝑀 = 1, . . . ,16, 𝐴, ¤𝐴 = 1, . . . ,4,

E6(6) : VM[𝑖 𝑗] , 𝑀 = 1, . . . , 27, 𝑖, 𝑗 = 1, . . . ,8,
VM[𝑖 𝑗]Ω𝑖 𝑗 = 0.

(3.50)

Здесь Ω𝑖 𝑗 — инвариантный тензор группы USp(8). В случае SL(5) теории обоб-
щенное пространство является 10-мерным и параметризуется координатами
𝕏[𝑀𝑁] . Соответствующая 10×10 обобщенная метрика связана с так опреде-
ленным репером:

𝑀𝑀𝑁,𝐾𝐿 = 2𝑀𝑀 [𝐾𝑀𝐿]𝑁 , 𝑀MN = VM 𝐴VN 𝐵𝑀𝐴𝐵. (3.51)

Кинетический член для скаляров в наиболее простой форме может быть
представлен в следующем универсальном виде:

L𝑠𝑐 =
1

4α𝑑
𝑒𝑔µν𝐷µ𝑀MN𝐷ν𝑀

MN , (3.52)

где 𝑒2 = det | |𝑔µν | | — детерминант внешней метрики (с учетом знака), 𝑀MN
— обратная обобщенная метрика, константа α𝑑 определена выражениями
(3.16), вес обобщенной метрики всегда считается равным нулю. Однако, для
построения действия с фермионами необходимо явно выделить действие ло-
кальной группы. Рассмотрим для этого выражение

V−1𝐷µV = Qµ + Pµ ∈ 𝔤 = 𝔥 ⊕ 𝔪, (3.53)

где 𝔤, 𝔥,𝔪 обозначают соответственно алгебру Ли групп G, H и ортогональ-
ное дополнение алгебры 𝔥 в 𝔤. Очевидно, в кинетический лагранжиан для
скалярных полей должны входить только компоненты P, соответствующие
ортогональному дополнению:

L𝑠𝑐 ∼ 𝑒 𝑔µν𝑃µ · 𝑃ν, (3.54)
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где · обозначает свертку по индексам представления группы H. Рассмотрим
конструкцию подробнее на примере теории с группой E6(6), суперсимметрич-
ная версия которой будет представлена ниже. В этом случае присоединенное
представление алгебры 𝔢6 под действием подалгебры 𝔲𝔰𝔭(8) раскладывается
в сумму 78 = 36 ⊕ 42. В компонентах тензоров разложение принимает вид

V𝑘𝑙
M𝐷µVM 𝑖 𝑗 = 2Qµ[𝑘 [𝑖δ𝑙] 𝑗] − Ω𝑘𝑚Ω𝑙𝑛Pµ𝑖 𝑗𝑚𝑛. (3.55)

Здесь тензор Qµ𝑘𝑖 параметризует алгебру 𝔲𝔰𝔭(8) и удовлетворяет условию
Qµ𝑘 [𝑖Ω 𝑗]𝑘 = 0, тензор Pµ𝑖 𝑗𝑚𝑛 является полностью бесследовым и антисим-
метричным и соответственно имеет 42 компоненты. Выражение выше можно
переписать в виде действия на репер USp(8)–ковариантной производнойDµ =
𝐷µ + Qµ. Действительно, умножим обе части равенства наVM 𝑝𝑞 и запишем

DµVM 𝑖 𝑗 ≡ 𝐷µVM 𝑖 𝑗 + 2Qµ𝑘 [𝑖VM 𝑗]𝑘 = Pµ𝑖 𝑗𝑘𝑙V𝑀𝑘𝑙. (3.56)

Принято говорить, что Qµ является композитной связностью. Замечая, что
выражение (3.53) является USp(8) скаляром, заменим 𝐷µ → Dµ и запишем
окончательно для теории с группой E6(6) кинетический лагранжиан для ска-
лярных полей в виде

𝑒−1L𝑠𝑐 = −
1
6𝑔

µνPµ𝑖 𝑗𝑘𝑙Pν𝑖 𝑗𝑘𝑙. (3.57)

Индексы поднимаются и опускаются при помощи инвариантного тензора Ω𝑖 𝑗.
Кинетический лагранжиан для векторного мультиплета имеет такой же

вид, как и в обычной теории Янга–Милсса:

L1 = −1
4𝑒 𝑀MNFµν

MF µνN , (3.58)

где индексы поднимаются и опускаются при помощи внешней метрики 𝑔µν.
Теории с размерностью 𝐷 = 4, где следует учитывать самодуальность компо-
нент векторного мультиплета, находится за пределами настоящего обсужде-
ния, соответствующая исключительная теория поля и ее суперсимметричное
расширение было построено в работах [114, 115]. Чтобы тензор кривизны для
внешней метрики 𝑅µνρσ преобразовывался, как скаляр веса ноль под действи-
ем обобщенной производнойЛи, соответствующая спин-связностьωµ𝑎𝑏 также
должна быть скаляром веса ноль. В самых первых работах по построению ис-
ключительной теории поля [19, 116] было показано, что для этого необходимо
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положить внешний репер скаляром веса λ(𝑒𝑎µ) = β𝑑. Такой вес естественно
следует из того факта, что для получения правильного вида члена Эйнштейна–
Гильберта для внешней метрики следует определить 𝑔µν как 𝐷×𝐷 блок полной
11-мерной метрики, умноженный на степень −β𝑑 детерминанта внутренней
метрики. Спин-связность при этом определяется стандартным уравнением на
внешний репер, записанным в ковариатной форме:

D[µ𝑒ν]𝑎 −
1
4ω[µ

𝑎𝑏𝑒ν]𝑏 = 0. (3.59)

Учитывая теперь, что параметры локальных лоренцевых поворотов Λ𝑎
𝑏 во-

обще говоря тоже зависят от координат расширенного пространства, соот-
ветствующее лоренц-ковариантное выражение для кривизны отличается от
стандартного [112]:

�̂�µν𝑎𝑏 = 𝑅µν𝑎𝑏 + FµνM 𝑒
ρ
𝑎 𝜕M𝑒ρ 𝑏. (3.60)

Таким образом, получаем полный ковариантный член Эйнштейна-Гильберта
в следующем виде:

𝑆𝐸𝐻 = −1
2

∫
𝑑𝑛𝑥 𝑑𝐷𝕏 𝑒�̂� = −1

2

∫
𝑑𝑛𝑥 𝑑𝐷𝕏 𝑒 𝑒

µ
𝑎𝑒
ν

𝑏
�̂�µν

𝑎𝑏. (3.61)

3.4.2 Самодуальность в размерности D=6

Прежде чем переходить к обсуждению ковариантного лагранжиана для
тензорных полей теории, следует остановится на важном свойстве тензорных
полей в четных размерностях. Как обсуждалось выше, построение тензорной
иерархии обрывается, когда ранг формы потенциала доходит до дуального
уже имеющемуся. В размерности 𝐷 = 5 это случилось уже на первом шаге
для 2-форм, дуальным векторам. В размерности 𝐷 = 7 2-формы оказывают-
ся независимыми степенями свободы, а 3-формы им дуальными. В четных
размерностях такое же рассуждение приводит к условиям самодуальности. В
исключительной теории поля для размерности 𝐷 = 6, являющейся предметом
интереса настоящей диссертации, самодуальными оказываются 3-формы. Все-
го мультиплет 2-форм содержит пять полей, причем группа SO(5,5) не имеет
пятимерных представлений. По этой причине следует рассматривать электри-
ческие и магнитные 3-формы как независимые степени свободы, объединяя
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уравнения движения и тождества Бьянки в единое множество уравнений для
десяти полей. Лагранжианы такого типа рассматривались в работе [71] для
описания супергравитации в размерности 𝐷 = 6, и в работе [89] для постро-
ения калиброванной версии теории.

Здесь следует различать: i) обычное действие теории, которое не явля-
ется инвариатным относительно группы дуальности, но включает правильное
число степеней свободы, а его вариация дает уравнения движения; ii) псевдо-
действие, которое является инвариантным, однако оказывается тождественно
равным нулю при выполнении условий самодуальности. Псевдодействием
такая конструкция называется потому, что требуется сначала написать урав-
нения движения и только потом накладывать условие самодуальности. Рас-
смотрим построение псевдодействия для SO(5,5) теории подробнее.

Начнем с кинетического действия для полей 2-форм 𝐷 = 6 суперграви-
тации, записанного в GL(5)-ковариатной форме [71]:

L𝑇 = − 𝑒

2 · 3!𝐾
𝑚𝑛𝐹µνρ𝑚𝐹µνρ𝑛, (3.62)

где 𝑒 = det 𝑒𝑎µ. Матрица 𝐾𝑚𝑛 построена из скалярных полей теории и в базисе,
предложенном в [89] имеет вид

𝐾𝑚𝑛 = V𝑚𝑎(V𝑛
𝑎)−1𝑃+ −V𝑚 ¤𝑎(V𝑛

¤𝑎)−1𝑃−. (3.63)

Здесь 𝑃± = 1/2 (1±∗) обозначают проекторы на (анти)самодуальные 3-формы,
∗ обозначает оператор Ходжа. Матрица 𝐾𝑚𝑛 должна пониматься как оператор,
действующий только на 3-формы. В выбранном базисе типичный представи-
тель фактор-группы записывается в следующем виде:

𝑉M
α ¤α =

[︄
V𝑚

𝑎 V𝑚
¤𝑎

V𝑚𝑎 V𝑚 ¤𝑎

]︄
, (3.64)

где 𝑎 и ¤𝑎 нумеруют векторные представления каждого из множителей в груп-
пе 𝑆𝑂(5) × 𝑆𝑂(5). Такой выбор базиса для скалярных полей явно нарушает
𝑆𝑂(5,5) симметрию, сохраняя только ее 𝐺𝐿(5) подгруппу. Естественно, что при
этом лагранжиан (3.62) не является инвариантным относительно действия
преобразований дуальности.

Покажем теперь, как уравнения, следующие из такого лагранжиана, и
тождества Бьянки могут быть объединены в единое ковариантное выраже-
ние. Определим 3-формы 𝐺µνρ

𝑚, дуальный тензору напряженности 𝐹µνρ𝑚 на



105

массовой поверхности (см. напр. обзоры [117, 118]):

∗𝐺𝑚 =
3!
𝑒

𝜕L
𝜕𝐹𝑚

= 𝐾𝑚𝑛𝐹𝑛; 𝐺𝑚 = 𝐾𝑚𝑛 ∗𝐹𝑛. (3.65)

Определяя декуплет тензоров напряженности

𝐺µνρ 𝑖 =

[︄
𝐹µνρ𝑚

𝐺µνρ
𝑚

]︄
, (3.66)

можем записать уравнения движения и тождества Бьянки для 𝐹µνρ𝑚 в 𝑆𝑂(5,5)-
ковариантном виде: ∗𝑑𝐺𝑖 = 0. Здесь важно отметить, что 3-формы 𝐺𝑚

определяются уравнениями (3.65) и не рассматриваются как тензоры напря-
женности для независимых магнитных потенциалов. Тем не менее, уравнения
движения могут рассматриваться, как следствие вариации

δL̃ = 𝑑𝐺𝑖 ∧ δ𝐵𝑖, (3.67)

ковариантной относительно 𝑆𝑂(5,5). Здесь вариации δ𝐵𝑚 и δ𝐵𝑚 магнитного и
электрического потенциалов понимаются независимыми. Имеено такая фор-
ма записи вариации лагранжиана оказывается предпочтительной для записи
ковариантного действия для 𝐷 = 6 максимальной калиброванной суперграви-
тации и для 𝑆𝑂(5,5) исключительной теории поля.

Чтобы перейти к формулировке в терминах псевдодействия удобно запи-
сать оператор 𝐾𝑚𝑛 в виде

𝐾𝑚𝑛 = 𝐾𝑚𝑛1 + 𝐾𝑚𝑛2 ∗, (3.68)

где 𝐾1 и 𝐾2 обозначают симметричную и антисимметричную часть по индек-
сам 𝑚𝑛 соответственно. Тогда лагранжиан (3.62) записывается следующим
образом:

L𝑇 = − 𝑒

2 · 3!𝐾
𝑚𝑛
1 𝐹µνρ𝑚𝐹

µνρ
𝑛 −

1
2 · 3!3!ε

µνρσκλ𝐾𝑚𝑛2 𝐹µνρ𝑚𝐹σκλ 𝑛. (3.69)

Рассмотрим теперь декуплет 3-форм 𝐹𝑖, компоненты которого 𝐹𝑚 и 𝐹𝑚 счи-
таются независимыми переменными действия и понимаются, как тензоры
напряженности соответствующих потенциалов:

𝐹µνρ 𝑖 =

[︄
𝐹µνρ𝑚

𝐹µνρ
𝑚

]︄
. (3.70)



106

Чтобы ограничить число физических степеней свободы, дополнительно вве-
дем условие самодуальности (см. также [119, 117]) в следующем виде:

𝐹µνρ 𝑖 = −
1
3! 𝑒
−1εµνρσκλ η𝑖 𝑗𝑀

𝑗𝑘𝐹σκλ𝑘. (3.71)

Симметричная матрица 𝑀𝑖 𝑗 построена из компонент 𝐾1 и 𝐾2 и представима
в блочном виде:

𝑀 = −
[︄
𝐾1 − 𝐾2𝐾−1

1 𝐾2 𝐾2𝐾−1
1

−𝐾−1
1 𝐾2 𝐾−1

1

]︄
. (3.72)

Наконец, η𝑖 𝑗 обозначает стандартный симметричный инвариант группы
𝑆𝑂(5,5), который мы выбираем в виду

η𝑖 𝑗 =

[︄
0 1
1 0

]︄
. (3.73)

Самосогласованность условия самодуальности (обратимость) требует

𝑀𝑖 𝑗η
𝑗𝑘𝑀𝑘𝑙 = η𝑖𝑙, (3.74)

то есть, матрица 𝑀𝑖 𝑗 принадлежит группе SO(5,5).
Покажем, что так определенное условие самодуальности эквивалентно

(3.65). Обозначим столбцы 3-форм 𝐹𝑚 и 𝐹𝑚 как 𝐹1 и 𝐹2 соответственно и пе-
репишем (3.71) в матричном виде:[︄

𝐹1
𝐹2

]︄
=

[︄
0 1
1 0

]︄ [︄
𝐾1 − 𝐾2𝐾−1

1 𝐾2 𝐾2𝐾−1
1

−𝐾−1
1 𝐾2 𝐾−1

1

]︄ [︄
∗𝐹1
∗𝐹2

]︄
. (3.75)

Для компонент 𝐹1 и 𝐹2 отдельно это уравнение принимает вид

𝐹1 = − 𝐾−1
1 𝐾2 ∗𝐹1 + 𝐾−1

1 ∗𝐹2,

𝐹2 =(𝐾1 − 𝐾2𝐾
−1
1 𝐾2) ∗𝐹1 + 𝐾2𝐾

−1
1 ∗𝐹2.

(3.76)

Умножая слева первое уравнение на 𝐾2 и вычитая из результата второе, по-
лучим

𝐹2 = 𝐾2𝐹1 + 𝐾1 ∗𝐹1, =⇒ ∗𝐹𝑚 = 𝐾𝑚𝑛𝐹𝑛, (3.77)
где было использовано свойство ∗∗ = +1 звезды Ходжа для 3-форм в размер-
ности 𝐷 = 6 с сигнатурой Минковского, ∗2 = +1. Таким образом, условие
самодуальности (3.71) позволяет отождествить тензор напряженности маг-
нитного потенциала 𝐹𝑚 с дуальной 3-формой 𝐺𝑚.
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Полученные выше выражения позволяют показать, что уравнения дви-
жения, следующие из действия (3.62), вместе с тождествами Бьянки могут
буть получены из вариации инвариатного псевдодействия, заданного выра-
жением

L𝑇 = − 1
2 · 3! 𝑀

𝑖 𝑗𝐹µνρ 𝑖𝐹
µνρ

𝑗 (3.78)
с последующим применением условия самодуальностия (3.71). Действитель-
но, вариация такого лагранжиана дает следующие уравнения:

∗𝑑 ∗M 𝑖 𝑗𝐹 𝑗 = 0 (3.79)

Накладывая условие самодуальности, получаем уравнение 𝑑𝐹 𝑖 = 0, первые
пять компонент которого дают тождество Бьянки для 𝐹𝑚, а вторые пять ком-
понент — уравнения движения.

Здесь важно отметить, что если наложить условие самодуальности
непосредственно в выражении (3.78), получим тождественно ноль. По этой
причине интеграл от такого инвариантного лагранжиана называется псевдо-
действием, и вместе с условием самодуальности должен пониматься лишь как
компактный ковариантный способ записи уравнений движения.

3.4.3 Тензорные поля и топологический член в D=6

Топологическими слагаемыми лагранжиана исключительной теории по-
ля называется такие вклады, которые не зависят от внешней метрики и имеют
вид членов Черна–Саймонса для калибровочных полей. Общим свойством
калиброванных максимальных супергравитаций в низших размерностях и ис-
ключительных теорий поля является то, что такие слагаемые нельзя записать
в форме, инвариантной относительно действия преобразований дуальности.
Вместо этого, мы можем записать в ковариантной форме либо вариацию то-
пологического члена δL𝑡𝑜𝑝, либо сам топологический член в виде интеграла
по некоторому фиктивному 𝐷 + 1-мерному пространству. Для кинетического
вклада в динамику полей 2-форм в размерности 𝐷 = 6, как обсуждалось выше,
мы можем либо построить ковариатные уравнения движения, следующие из
вариации нековариантного истинного действия, либо построить ковариатное
псевдодействие с дополнительным условием самодуальности.
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Рассмотрим сначала первую картину. Сравнивая преобразования 2-форм
(3.31) с выражениями для 𝐷 = 6 калиброванной супергравитации [89] опре-
делим:

𝐵µν
KL =

1
16
√

2
γ𝑖KL𝐵µν𝑖,

𝐶µνρ
M,KL = − 1

6 · 160γ
𝑖KLγ𝑖

MN𝐶µνρN ,

(3.80)

гдеγ𝑖KL—гамма-матрицы для группы Spin(5,5). Ковариантный декуплет тен-
зоров напряженности на массовой поверхности определим, как в предыдущей
главе:

G𝑖 =
[︄
G𝑚
G𝑚

]︄
µνρ

=

[︄
F𝑚
∗𝐾𝑚𝑛F𝑛

]︄
µνρ

. (3.81)

Здесь индексы 𝑚,𝑛 = 1, . . . ,5 нумеруют представление 5 геометрической
подгруппы GL(5) группы дуальности SO(5,5). В итоге из требования ин-
вариантности получим следующее выражение для вариации кинетических
слагаемых лагранжиана для полей 2-форм и топологического слагаемого
[120]:

δ(L𝑇 + L𝑡𝑜𝑝) =

= − κ3! ε
µνρσκλ η𝑖 𝑗Gµνρ 𝑖DσΔ𝐵κλ 𝑗

−
√

2 κ
3! εµνρσκλ Gµνρ 𝑖 γ𝑖MNFσκMδ𝐴λN +

√
2 κ
8 εµνρσκλ FµνM γ𝑖MN FρσN Δ𝐵κλ𝑖

+
√

2 κ
3 · 4! ε

µνρσκλ (Fµνρ 𝑖 − Gµνρ 𝑖) γ𝑖MN𝜕MΔ𝐶σκλ 𝑁 .

(3.82)
Видим, что хотя мы работаем с истинным действием, которое не является
ковариантным, его вариация может быть записана в ковариантном виде и да-
ет динамику, инвариантную относительно преобразований U-дуальности. При
этом вариация магнитных и электрических полей 2-форм считается независи-
мой, но тензор напряженности Gµνρ 𝑖 содержит только электрические степени
свободы. Это сделано для получения ковариантных уравнений движения с пра-
вильным числом физических степеней свободы. Магнитные степени свободы
определяются тензором напряженности F𝑖, который мы определяем обычным
образом:

Fµνρ 𝑖 =
[︄
Fµνρ𝑚
Fµνρ𝑚.

]︄
(3.83)
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Соотношение дуальности, устанавливающее связь между F 𝑖 и G 𝑖 следует из
уравнений движения потенциала 3-формы 𝐶µνρM:

γ𝑚
MN 𝜕N (Fµνρ𝑚 − Gµνρ𝑚) = 0. (3.84)

Уравнения движения для магнитного потенциала 𝐵µν
𝑚 не являются ди-

намическими, а устанавливают соотношение самодуальности на поля F𝑖.
Действительно, с учетом тождеств Бьянки (3.30) можем их записать в сле-
дующем виде:

γ𝑚
KL 𝜕K

(︂
Fµνρσ 𝐿 +

1
4κ εµνρσκλ 𝑒 𝑀𝑀𝐿 F κλ 𝐿

)︂
= 0. (3.85)

Требования калибровочной инвариантности и инвариантности по от-
ношению к преобразованиям дуальности фиксируют коэффициент между
кинетическим лагранжианом для 2-форм и топологическим членом. Для фик-
сации оставшегося общего фактора κ относительно других членов в полном
лагранжиане следует дополнительно требовать инвариантность по отноше-
нию к внешним 𝐷-мерным диффеоморфизмам 𝑥µ → 𝑥µ + ξµ(𝑥).

Рассмотрим теперь построение псевдодействия и ковариантную фор-
мулировку топологического лагранжиана теории в 𝐷 = 6. В формализме
псевдодействия магнитные и электрические поля считаются независимыми и
общий тензор напряженности в представлении 10 мы обозначим Fµνρ𝑖. Тогда
вариацию топологического лагранжиана можно записать в следующем един-
ственном ковариантном виде

δL𝑡𝑜𝑝 = 𝑒−1εµνρσκλ
(︂
− 1

3!DσFµνρ𝑖Δ𝐵κλ
𝑖 + 1

3
√

2
Fµνρ𝑖Fσκγ𝑖δ𝐴λ

− 1
8
√

2
Fµνγ𝑖FρσΔ𝐵κλ𝑖 +

1
4!3
√

2
Fµνρ𝑖γ𝑖MN𝜕MΔ𝐶µνρN

)︂ (3.86)

На калибровочных преобразованиях (3.32) это выражение тождественно
равно нулю, следовательно соответствующее псевдодействие является ин-
вариантным. Полученное выражение имеет структуру, схожую с вариацией
топологического действия для N = (1,0) суперконформных неабелевых мо-
делей в размерности 𝐷 = 6, построенного в [121] (уравнения (4.4) и (4.6)).
Используя связь (3.31) между вариациями калибровочных полей общего ви-
да и тензоров напряженности, δL𝑡𝑜𝑝 может быть представлен в следующей
компактной форме:

δL𝑡𝑜𝑝 = 𝑒−1εµνρσκλ
(︂ 1
36Fµνρ𝑖δFσκλ

𝑖 + 1
48FµνρσMδFκλ

M
)︂
. (3.87)
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Вариация псевдодействия и топологического члена δ(L𝑇 +L𝑡𝑜𝑝) с учетом усло-
вия самодуальности дает те же самые уравнения , что и истинное действие
(3.82).

Несложно заметить, что выше обсуждались топологические члены толь-
ко в форме вариаций, а не в форме собственно вклада в лагранжиан. Ока-
зывается, что для получения инвариантного выражения, топологический
лагранжиан удобно записать в виде интеграла от полной производной по неко-
торому (фиктивному) пространству размерности семь:

𝑆𝑡𝑜𝑝 =

∫
𝑑6𝑥 𝑑16𝕏L𝑡𝑜𝑝

=

∫
𝑑7𝑋 𝑑16𝕏

(︃
2 η𝑖 𝑗F𝑖 ∧ DF𝑗 −

1
√

2
F ∧ γ𝑖F ∧ F𝑖

)︃
.

(3.88)

Здесь мы использовали обозначения для форм на семимерном пространств,
параметризованном координатами 𝑋µ:

FM =
1
2Fµν

M𝑑𝑋µ ∧ 𝑑𝑋ν,

F𝑖 =
1
3!Fµνρ 𝑖 𝑑𝑋

µ ∧ 𝑑𝑋ν ∧ 𝑑𝑋ρ.
(3.89)

Здесь важно отметить, что вопрос об определении этих форм на семимерном
пространстве не имеет смысла, поскольку они задаются лишь на его границе,
и интеграл эффективно сводится тоже к интегралу по границе. Как и прежде,
полученное выражение имеет вид, напоминающий таковой для топологиче-
ского члена в работе [121].

3.4.4 Скалярный потенциал

Вообще говоря, кинетическое слагаемое содержит производные не толь-
ко по внешним координатам 𝑥µ, но и по координатам расширенного про-
странства 𝕏M за счет членов с обобщенной производной Ли. Однако, их
недостаточно, чтобы полностью задать действие теории. Одна из причин,
например, неинвариантность относительно диффеоморфизмов во внешнем
пространстве, которые, как будет показано ниже, требуют дополнительных
членов. Более интуитивно можно рассуждать следующим образом. Допустим,
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мы рассматриваем ограничение теории на скалярный сектор на расширенном
пространстве, то есть, некоторый аналог двойной теории поля. В таком случае,
поляV не зависят от внешних координат и являются единственными полями
теории. Очевидно, что кинетическое слагаемое в таком случае тождественно
равно нулю, и оставшаяся динамика должна задаваться другими членами в
лагранжиане. Именно эту динамику и задает скалярный потенциал 𝑉, кото-
рый в терминах обобщенной метрики имеет вид

𝑉 = − 1
4α𝑑

𝑀MN𝜕M𝑀
KL𝜕N𝑀KL +

1
2𝑀
MN𝜕M𝑀

KL𝜕L𝑀𝑁𝐾

− 1
2 (𝑔

−1𝜕M𝑔)𝜕N𝑀MN −
1
4𝑀
MN (𝑔−1𝜕M𝑔) (𝑔−1𝜕N𝑔) −

1
4𝑀
MN𝜕M𝑔

µν𝜕N𝑔µν.

(3.90)
Здесь первая строка воспроизводит лагранжиан для обобщенной метрики, по-
строенный в [23] методом нелинейной реализации группы U-дуальности.

Проверим, что выражение (3.90) действительно инвариантно при дей-
ствии обобщенной производной Ли. Наиболее удобным алгоритмом проверки
является введение нековариантной вариации

ΔΛ = δΛ − LΛ, (3.91)

которая показывает, насколько вариация δ некоторого выражения отличается
от производной Ли. В таком подходе достаточно проверить нековариантные
слагаемые в вариации. Например, для первого члена в (3.90) имеем:

δΛ(𝑀MN𝜕M𝑀KL𝜕N𝑀KL) =
= δΛ𝑀

MN𝜕M𝑀
KL𝜕N𝑀KL + 𝑀MNδΛ(𝜕M𝑀KL)𝜕N𝑀KL

+ 𝑀MN𝜕M𝑀KLδΛ(𝜕N𝑀KL)
= LΛ(𝑀MN𝜕M𝑀KL𝜕N𝑀KL) + 𝑀MNΔΛ(𝜕M𝑀KL)𝜕N𝑀KL
+ 𝑀MN𝜕M𝑀KLΔΛ(𝜕N𝑀KL).

(3.92)

Первый член в последнем равенстве является ковариантной вариацией, и его
можно не учитывать. Вычислим теперь явно нековариантную часть вариации
члена вида 𝜕M𝑀KL. Имеем

δΛ(𝜕M𝑀KL) = 𝜕M
(︂
ΛN𝜕N𝑀

KL − 2α𝑑 ℙPQ(KN 𝑀𝐿)𝑁𝜕PΛ
Q
)︂
,

LΛ(𝜕M𝑀KL) = ΛN𝜕N𝜕M𝑀
KL − 2α𝑑 ℙPQ(𝐾N 𝜕M𝑀𝐿)𝑁𝜕PΛ

Q

+ α𝑑 ℙPQNM 𝜕PΛ
Q𝜕N𝑀

KL + λ(𝜕𝑀) 𝜕NΛN𝜕M𝑀KL,

(3.93)
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где вес λ(𝜕𝑀) = −β𝑑 вообще говоря не равен нулю. С учетом условия про-
екции получим

ΔΛ(𝜕M𝑀KL) = −2α𝑑 ℙRP (KQ 𝑀L)Q𝜕MRΛP . (3.94)

Кроме прямого вычисления, для которого необходимо иметь вес λ = −β𝑑,
такое значение веса можно объяснить из более общих рассуждений. Дей-
ствительно, обобщенная метрика является тензором веса ноль, тогда как
производная от скалярного поля 𝜕MΦ преобразуется как (ко-)вектор с весом
−β𝑑. Таким образом, каждая производная добавляет вес −β𝑑 к выражению.
Рассуждая тем же образом, получим для оставшихся членов в потенциале:

ΔΛ(𝜕N𝑀KL) = + 2α𝑑 ℙ𝑅
P
𝑄
(𝐾 𝑀𝐿)𝑄𝜕𝑁𝑅Λ

P ,

ΔΛ(𝑔−1𝜕M𝑔) = 2 𝑑 β𝑑 𝜕MNΛN ,
ΔΛ(𝜕M𝑔µν) = − 2β𝑑 𝜕MNΛN𝑔µν,
ΔΛ(𝜕M𝑔µν) = 2β𝑑 𝜕MNΛN𝑔µν.

(3.95)

Заметим, что репер во внешним пространстве обладает ненулевым весом по
обобщенной производной ЛИ λ(𝑒𝑎µ) = β𝑑, что является следствием его пере-
нормировки для получения правильного действия Эйнштейна–Гильберта во
внешнем пространстве. Отсюда имеем:

λ(𝑔−1𝜕M𝑔) = −β𝑑, λ(𝜕M𝑔µν) = −3β𝑑, λ(𝜕M𝑔µν) = β𝑑 . (3.96)

Таким образом, полный вес каждого члена в потенциале с учетом фактора
𝑒 = det 𝑒𝑎µ оказывается равным единице. Собирая вместе все слагаемые имеем
следующее выражение для вариации первого слагаемого в (3.92) с точностью
до ковариантных членов:

δΛ

(︂
− 𝑒

4α𝑑
𝑀MN 𝜕M𝑀

KL 𝜕N𝑀KL
)︂
→ 𝑒 𝑀MN ℙPQ

(K
R 𝑀

L)R 𝜕N𝑀KL 𝜕MPΛ
Q

= 𝑒 𝑀MN𝑀KL 𝜕M𝑀KP 𝜕LNΛ
P .

(3.97)
Во второй строке мы использовали тот факт, что матрица𝑀MN параметризует
фактор-группу 𝐺/𝐾, и соответствующий ток (𝐽M)PQ := 𝑀PR𝜕M𝑀RQ удовле-
творяет соотношению

ℙPQ
K
L (𝐽N )LK = (𝐽N )PQ . (3.98)
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Производя те же манипуляции со вторым слагаемым в (3.90), получим
для его нековариантной вариации следующее выражение

δΛ

(︂ 𝑒
2 𝑀MN𝜕M𝑀

KL𝜕L𝑀NK
)︂
→

→ − 𝑒2 α𝑑
(︂
ℙRP

(K
Q 𝑀

L)Q𝑀MN𝜕L𝑀NK𝜕MRΛ
P−

− ℙRPQ(N 𝑀K)Q𝑀
MN𝜕M𝑀

KL𝜕LRΛ
P
)︂

= −𝑒α𝑑 𝑀MNℙ𝑅
P
Q
N (𝐽M)LQ 𝜕LRΛP + 𝑒β𝑑 𝜕K𝑀KL𝜕LPΛP + 𝑒 𝜕P𝑀KL 𝜕KLΛP .

(3.99)
Чтобы полученные слагаемые компенсировали вариацию (3.97) первого чле-
на необходимо переписать слагаемое с проектором в более подходящим виде.
С учетом свойства (3.98) имеем:

𝑀MN ℙRP
Q
N (𝐽M)LQ 𝜕LRΛP = 𝑀MN ℙRP

Q
N ℙQL

U
V (𝐽M)VU 𝜕LRΛP .

(3.100)
Далее, выражая проектор обратно в терминах 𝑌MNKL и используя условие ин-
вариантности в первой строке (3.16), получаем

𝑒β𝑑 𝑀
MN ℙ𝐿

N
U
V (𝐽M)VU 𝜕LPΛP + 𝑒 𝑀MN ℙ𝐿

P
U
V (𝐽M)VU 𝜕LNΛP

= −𝑒β𝑑 𝜕M𝑀LM 𝜕LPΛ
P + 𝑒 𝑀MN𝑀LK 𝜕M𝑀KP 𝜕LNΛP .

(3.101)

В итоге, нековариантная часть вариации второго члена в потенциале имеет
вид

δΛ

(︂ 𝑒
2 𝑀MN 𝜕M𝑀

KL𝜕L𝑀𝑁𝐾

)︂
→

→ −𝑒 𝑀MN𝑀LK 𝜕M𝑀KP 𝜕LNΛP + 2β𝑑 𝜕K𝑀KL 𝜕𝐿𝑃ΛP + 𝑒 𝜕P𝑀KL 𝜕KLΛP ,
(3.102)

полностью компенсируя член (3.97).
Оставшиеся слагаемые линейные по производной 𝜕𝑀 компенсируются

нековариантными вариациями оставшихся членов в потенциале (3.90). Дей-
ствительно, с учетом условия проекции запишем:

ΔΛ(𝜕N𝑀MN ) = −(2β𝑑 + 1) 𝜕NPΛP𝑀MN − 𝑀NK 𝜕NKΛM . (3.103)
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Тогда нековариантные вариации третьего, четвертого и пятого членов в по-
тенциале принимают следующий вид:

ΔΛ(3) = − 𝑑 β𝑑 𝑒 𝜕MPΛP 𝜕N𝑀MN + 2β𝑑 𝜕M 𝑒 𝜕NPΛ
P 𝑀MN+

+ 𝑀NK 𝜕M𝑒 𝜕NKΛM ,
ΔΛ(4) = − 2 𝑑 β𝑑 𝑀MN 𝜕M𝑒 𝜕NPΛP ,
ΔΛ(5) = 2β𝑑 𝑀MN 𝜕M𝑒 𝜕NPΛP .

(3.104)

Итого, с учетом (3.102) получим для полной вариации следующую цепочку
равенств:

δΛ(𝑒𝑉) = 𝜕N (𝑒ΛN𝑉) + 𝑒 ΔΛ𝑉

= 𝜕N (𝑒ΛN𝑉) − 𝑒 𝜕MPΛP 𝜕N𝑀MN + 𝑒 𝜕P𝑀KL 𝜕KLΛP

− 𝜕M𝑒 𝑀MN 𝜕NPΛP + 𝑀KL 𝜕P𝑒 𝜕KLΛP

= 𝜕N
(︁
𝑒ΛN𝑉 − 𝑒 𝜕PQΛP 𝑀QN + 𝑒 𝑀KL 𝜕KLΛN

)︁
→ 0.

(3.105)

Вариация скалярного потенциала с учетом детерминанта репера под действи-
ем обобщенной производной Ли оказывается равной полной производной от
некоторого выражения. В формализме расширенного пространства считает-
ся, что интеграл от таких выражений равен нулю.

Замечательным наблюдением здесь является то, что вид скалярного по-
тенциала жестко фиксируется требованием обобщенной ковариантности с
точностью до общего множителя. Более того, подсчет весов дает именно тот
вес для внешнего репера, который требуется для правильного вида члена
Эйнштейна-Гильберта.

3.4.5 Внешние диффеоморфизмы

Описанные выше слагаемые в лагранжиане были построены, исходя
из принципа инвариантности по отношению к калибровочным преобразо-
ваниям (3.32) и обобщенной производной Ли. Однако, вообще говоря, в
полный лагранжиан эти слагаемые могли бы входить с произвольными вза-
имными коэффициентами. Та же ситуация наблюдается в максимальных
калиброванных супергравитациях, где оставшиеся коэффициенты полностью
фиксируются требованием инвариантности относительно суперсимметрии.
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Замечательным свойством исключительной теории поля является то, что
здесь достаточно рассмотрения бозонного сектора и требования инвариант-
ности относительно диффеоморфизмов во внешнем пространстве-времени.
Полученный лагранжиан автоматически будет суперсимметричным, при до-
бавлении фермионного сектора с правильным коэффициентом. Впервые это
было продемонстрировано в работах [115] и [113] для групп дуальности E7(7)
и E6(6) соответственно. Конечно, ничего действительно удивительного в таком
поведении теории нет. Исключительная теория поля является формулировкой
11-мерной супергравитации ковариантной относительно определенных групп
дуальности. Такие группы дуальности возникают только для такого набора
бозонных полей, который соответствует бозонному сектору 11-мерной супер-
гравитации в разбиении 11 = 𝐷+𝑑 (в глобальном случае— на 𝑑-мерном торе).
Очевидно, сохраняя все бозонные симметрии суперсимметричной теории тео-
рии и ее набор полей, мы непременно воспроизведем суперсимметричную
теорию.

Выпишем преобразования диффеоморфизмов во внешнем пространстве
в явном виде. Преобразования внешнего репера, скалярной метрики и век-
торного мультиплета имеют универсальный вид:

δ𝑒𝑎µ = ξ
µDν𝑒𝑏𝑎µ + Dµξν𝑒𝑎ν,

δ𝑀MN = ξµDµ𝑀MN ,
δ𝐴µ

M = ξνFνµM + 𝑀MN𝑔µν𝜕Nξν.
(3.106)

Несколько нестандартный вид преобразований для векторных полей, от-
личающийся от обычного выражения для производной Ли от вектора во
внешнем пространстве-времени, объясняется следующим образом. Рассмот-
рим для примера производную Ли абелева калибровочного поля 𝐴µ:

δ𝐴µ = 𝐿ξ𝐴µ = ξ
ν𝜕ν𝐴µ + 𝐴ν𝜕µξν

= ξν𝐹νµ + 𝜕µ(ξν𝐴ν).
(3.107)

Первое слагаемое имеет необходимый вид, а второе представляет собой ка-
либровочное преобразование. Явное вложение 11-мерной супергравитации в
исключительную теорию поля показывает, что результирующие преобразо-
вания должны быть представлены именно первым слагаемым. Такой же вид
принимают диффеоморфизмы для 2- и 3-форм. Второе слагаемое в третьей
строке в (3.106) появляется из-за зависимости параметра преобразования
ξµ = ξµ(𝑥,𝕏) от координат расширенного пространства.
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Преобразования оставшихся полей принимают различный вид в разных
исключительных теориях поля. Для SL(5) теории в 𝐷 = 7 имеем:

Δ𝐵µν𝑀 = ξρFρµν𝑀,

Δ𝐶µνρ
𝑀 = − 1

3!𝑒εµνρσκλτξ
σ𝑀MNF κλτN ,

(3.108)

где εµνρσκλτ = 𝑒εµνρσκλτ обозначает тензор Леви–Чивита в размерности 6+1,
𝑀 = 1, . . . ,5.

В теории с группой SO(5,5) в размерности 𝐷 = 6 преобразования име-
ют следующий вид:

Δ𝐵µν 𝑖 = ξ
ρGρµν 𝑖,

Δ𝐶µνρN =
𝑒

2εµνρσκλξ
σF κλM𝑀MN ,

(3.109)

гдеM,N = 1, . . . ,16 нумеруют компоненты спинорного представления 16𝑠.
Наконец, в исключительной теории поля в группой симметрии E6(6) в

размерности 𝐷 = 5 внешние диффеоморфизмы для поля 𝐵µνM принимают вид

Δ𝐵µνN =
1

16κεµνρσκξ
ρF σκM𝑀MN , (3.110)

где M,N = 1, . . . 27 и κ2 = 5/32.

3.4.6 Вложение бозонного сектора d=11 супергравитации

Выше было показано, что различные решения условия проекции для
функций на расширенном пространстве воспроизводят зависимость от 𝐷+ 𝑑 =

11 координат, соответствующую вложению 11-мерной супергравитации в ис-
ключительную теорию поля, и от 𝐷 + 𝑛 = 10 координат с дополнительной
SL(2) симметрией, соответствующую вложению теории типа IIB. Рассмотрим
подробнее вложение полей на примере теории с SL(5) симметрией.
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Гравитационная часть

Начнем с общего анзаца для калуца-клейновской редукции из 11 в 7, од-
нако, оставляя полную зависимость от 4 координат. Обозначим координатные
индексы µ̂ = (µ,𝑚) и лоренцевы индексы 𝑎 = (𝑎,α). В общем случае для ре-
пера можно записать:

𝐸µ̂
𝑎 =

(︄
φγ𝑒µ

𝑎 𝐴µ
𝑚φ𝑚

α

0 φ𝑚
α

)︄
, (3.111)

где φ = detφ𝑚
α. Для обратного репера имеем:

𝐸𝑎
µ̂ =

(︄
φ−γ𝑒𝑎µ −φ−γ𝑒𝑎ν𝐴ν𝑚

0 φα
𝑚

)︄
. (3.112)

Постоянная γ зависит от размерности пространств в разбиении и выбирается
так, чтобы для 𝑒µ𝑎 получился стандартный член Эйншейна–Гильберта

γ = − 1
𝑑 − 2 . (3.113)

Диффеоморфизмы для 11-мерного репера вдоль параметра (ξµ,Λ𝑚) индуциру-
ют следующие преобразования полей:

δΛ𝑒µ
𝑎 = Λ𝑚𝜕𝑚𝑒µ

𝑎 − γ 𝜕𝑚Λ𝑚 𝑒µ
𝑎 ,

δΛφ𝑚
α = Λ𝑛𝜕𝑛φ𝑚

α + 𝜕𝑚Λ𝑛φ𝑛
α ,

δΛφ = Λ𝑛𝜕𝑛φ + 𝜕𝑛Λ𝑛φ ,

δΛ𝐴µ
𝑚 = 𝜕µΛ

𝑚 − 𝐴µ𝑛𝜕𝑛Λ𝑚 + Λ𝑛𝜕𝑛𝐴µ
𝑚 .

(3.114)

Видим, что 𝑒µ𝑎 является скаляром с весом −γ, причем −γ = β𝑑, определенной
выше. Определяя длинную производную 𝐷µ = 𝜕µ − 𝐿𝐴µ, можем записать 11-
мерное действие Эйншейна–Гильберта в компактном виде

𝑆𝐸𝐻 =

∫
𝑑𝑛𝑥 𝑑𝑑 𝑦 𝑒

[︂ˆ︁𝑅 − 1
4φ
−2γφ𝑚𝑛𝐹

µν𝑚𝐹µν
𝑛

− 1
2φ

𝑚𝑛𝑔µν𝐷µφ𝑚
α 𝐷νφ𝑛α − γ2 (𝑛 − 2)φ−2𝑔µν𝐷µφ𝐷νφ

− 1
2𝑔

µν(φα𝑚𝐷µφ𝑚
γ) (φγ𝑛𝐷νφ𝑛α) + 𝑒−1L𝐸𝐻 (ℎ,𝑒)

]︂
.

(3.115)
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Здесь 𝑑-мерная часть действия L𝐸𝐻 (ℎ,𝑒) равна:

ℎ
1
5 𝑒−1L𝐸𝐻 (ℎ,𝑒) = 𝑅(φ) + 1

4ℎ
𝑚𝑛

(︁
𝐷𝑚𝑔

µν 𝐷𝑛𝑔µν + 𝑔−1𝐷𝑚𝑔 𝑔
−1𝐷𝑛𝑔

)︁
, (3.116)

где мы определяем внутреннюю метрику в терминах репера стандартным об-
разом ℎ𝑚𝑛 = φ𝑚

αφ𝑛α. Инвариантный тензор Римана дается выражением,
повторяющем таковое для исключительной теории поляˆ︁𝑅µν𝑎𝑏 = 𝑅µν

𝑎𝑏 + 𝐹µν𝑚𝑒𝑎ρ𝜕𝑚𝑒ρ𝑏 , (3.117)

Наконец, комбинация

𝐷𝑚𝑔µν = 𝜕𝑚𝑔µν −
1
5 (ℎ

−1𝜕𝑚ℎ)𝑔µν, (3.118)

преобразуется ковариантно под действием преобразований (3.114).

Тензорная часть

Кроме метрики бозонный сектор 11-мерной супергравитации содержит
поле 3-формы со стандартным кинетическим лагранжианом. Используя стан-
дартный анзац для калуца-кляйновской редукции 3-формы, получим [122]:

𝐴𝑚𝑛𝑘 = 𝐶𝑚𝑛𝑘 ,

𝐴µ𝑚𝑛 = 𝐶µ𝑚𝑛 − 𝐴µ𝑘 𝐶𝑘𝑚𝑛 ,
𝐴µν𝑚 = 𝐶µν𝑚 − 2𝐴[µ𝑛 𝐶ν]𝑚𝑛 + 𝐴µ𝑛𝐴ν𝑘 𝐶𝑚𝑛𝑘 ,
𝐴µνρ = 𝐶µνρ − 3𝐴[µ𝑚 𝐶νρ]𝑚 + 3𝐴[µ𝑚𝐴ν𝑛 𝐶ρ]𝑚𝑛 − 𝐴µ𝑚𝐴ν𝑛𝐴ρ𝑘 𝐶𝑚𝑛𝑘 .

(3.119)

Кинетический лагранжиан для 3-формы в 11 измерениях тогда раскладыва-
ется следующим образом:

L3 = − 1
48𝐸 𝐹

𝑎𝑏𝑐𝑑𝐹𝑎𝑏𝑐𝑑 =

= − 1
48φ

𝑛γ+1𝑒
(︂
φ−8γ𝐹µνρσ𝐹µνρσ + 4φ−6γφ𝑚𝑛𝐹µνρ𝑚𝐹µνρ 𝑛

+ 6φ−4γφ𝑚𝑛φ𝑘𝑙𝐹µν𝑚𝑘𝐹µν 𝑛𝑙 + 4φ−2γφ𝑚𝑛φ𝑘𝑙φ𝑝𝑞𝐹µ𝑚𝑘𝑝𝐹µ 𝑛𝑙𝑞

+ φ𝑚𝑛φ𝑘𝑙φ𝑝𝑞φ𝑟𝑠𝐹𝑚𝑘𝑝𝑟𝐹𝑛𝑙𝑞𝑠

)︂
,

(3.120)
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где поля напряженности для потенциалов 𝐴µνρ, 𝐴µν𝑚, 𝐴µ𝑚𝑛, 𝐴𝑚𝑛𝑘 определяют-
ся как:

𝐹𝑚𝑛𝑘𝑙 = 4𝜕[𝑚𝐴𝑛𝑘𝑙] ,
𝐹µ 𝑛𝑘𝑙 = 𝐷µ𝐴𝑛𝑘𝑙 − 3𝜕[𝑛𝐴|µ|𝑘𝑙] ,
𝐹µν𝑚𝑛 = 2𝐷[µ𝐴ν]𝑚𝑛 + 𝐹µν𝑘𝐴𝑘𝑚𝑛 + 2𝜕[𝑚𝐴|µν|𝑛] ,
𝐹µνρ𝑚 = 3𝐷[µ𝐴νρ]𝑚 + 3𝐹[µν𝑛𝐴ρ]𝑚𝑛 − 𝜕𝑚𝐴µνρ ,
𝐹µνρσ = 4𝐷[µ𝐴νρσ] + 6𝐹[µν𝑚𝐴ρσ]𝑚 .

(3.121)

Заметим, что получаемые при стандартном алгоритме калуца-кляйновского
разложения тензоры напряженности имеют вид, очень похожий на соответ-
ствующие выражения исключительной теории поля.

В случае разбиения 11 = 7+ 4 члены кинетического лагранжиана, содер-
жащие напряженности 𝐹µν𝑚 и 𝐹µν𝑚𝑛, могут быть записаны в следующем виде:

𝑒−1L𝑘𝑖𝑛−2 = − 1
4ℎ

1
5 𝐹µν𝑚𝐹µν

𝑛ℎ𝑚𝑛 −
1
8ℎ

1
5ℎ𝑚𝑛ℎ𝑘𝑙𝐹µν𝑚𝑘𝐹µν𝑛𝑙

= − 1
8𝑚MN𝑚KLF

𝑀𝐾
µν F µν𝑁𝐿,

(3.122)

при помощи обобщенной метрики SL(5) теории

𝑚MN = ℎ
1

10

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
ℎ−

1
2ℎ𝑚𝑛 −𝑉𝑚

−𝑉𝑛 ±ℎ1
2 (1 ± 𝑉𝑘𝑉𝑘)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (3.123)

Здесь 𝑉𝑚 = 1/3!ε𝑚𝑛𝑘𝑙𝐶𝑛𝑘𝑙, а ковариантные тензоры напряженности FµνMN
определены как

FµνMN =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Fµν5𝑚 = 𝐹µν

5𝑚

Fµν𝑚𝑛 = −
1
2ε

𝑚𝑛𝑘𝑙𝐹µν𝑘𝑙 + 2ℎ1
2𝑉 [𝑚𝐹µν

𝑛] .
(3.124)

В более удобной форме вторая строка может быть переписана как Fµν𝑚𝑛 =

−1
2ε

𝑚𝑛𝑘𝑙 (𝐹µν𝑘𝑙 − 𝐶𝑘𝑙𝑝𝐹µν𝑝). Видим, что воспроизводится точно действие для по-
лей 𝐴MNµ исключительной теории поля с группой SL(5).
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Запишем полностью действие 11-мерной супергравитации в 7+4 разби-
ении в терминах полей, определенных выше

𝑆11 =

∫
𝑑7𝑥 𝑑4𝑦 𝑒

[︂ ˆ︁𝑅 − 1
4𝑀MNF

µνMFµνN

− 1
48φ

6
5 𝐹µνρσ𝐹µνρσ −

1
12φ

4
5φ𝑚𝑛𝐹µνρ𝑚𝐹µνρ 𝑛

− 1
2φ

𝑚𝑛𝐷µφ𝑚
α 𝐷µφ𝑛α −

1
5φ
−2𝐷µφ 𝐷µφ −

1
2 (φ

α𝑚𝐷µφ𝑚
γ) (φγ𝑛𝐷µφ𝑛α)

− 1
12φ

𝑚𝑛φ𝑘𝑙φ𝑝𝑞𝐹µ𝑚𝑘𝑝𝐹µ 𝑛𝑙𝑞

− 𝑉 (𝑒,φ) + 𝑒−1L𝑡𝑜𝑝
]︂
,

(3.125)
где L𝑡𝑜𝑝 обозначает вклад от членов Черна–Саймонса. Обобщенная метрика
𝑀𝑀𝑁 определяется, как и ранее:

𝑀𝑀𝑁,𝐾𝐿 = 2𝑀𝑀 [𝐾𝑀𝐿]𝑁 . (3.126)
Члены с тензорами напряженности 𝐹µνρσ и 𝐹µνρ𝑚 могут быть записаны в ко-
вариантном виде

𝑒−1L𝑘𝑖𝑛−3,4 = − 1
3 · (16)2𝑀

𝑀𝑁Fµνρ𝑀F µνρ𝑁 (3.127)

с учетом следующих обозначений

Fµνρ𝑀 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1
3φ

6
5εµνρµ1µ2µ3µ4𝐹

µ1µ2µ3µ4 − 8φ𝑉𝑚𝐹µνρ𝑚
8𝐹µνρ𝑚

(3.128)

Видимо, что потенциал 𝐶µνρ дает магнитный вклад в ковариантную напря-
женность поля 2-формы, откуда следует условие дуальности между ковари-
антными напряженностями для 2-форм и 3-форм. Наконец, третья и четвертая
строки в (3.125) в терминах производной от обобщенной метрики записыва-
ются в виде

𝑒−1L𝑘𝑖𝑛−𝑠𝑐 = −
1
4𝑔

µν𝐷µ𝑀MN𝐷µ𝑀
MN . (3.129)

Окончательно для лагранжиана 11-мерной супергравитации в 7+4 разбиении
имеем

𝑆11 =

∫
𝑑7𝑥𝑑4𝑦𝑒

[︂ ˆ︁𝑅 − 1
4𝑀MNF

µνMFµνN −
1

3 · (16)2𝑀
𝑀𝑁Fµνρ𝑀F µνρ𝑁

− 1
4𝑔

µν𝐷µ𝑀𝑀𝑁𝐷µ𝑀
𝑀𝑁 − 𝑉 (𝑒,φ) + 𝑒−1L𝑡𝑜𝑝

]︂
.

(3.130)
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Как обсуждалось выше, член Черна–Саймонса L𝑡𝑜𝑝 не записывается в ковари-
антном виде, однако, в таком виде записывается его вариация.

Скалярный потенциал

Рассмотрим теперь подробнее вклады в полный скалярный потенциал
−𝑉 (𝑒,φ) от членов Эйнштейна–Гильберта в 11 измерениях и от 4-формы 𝐹𝑚𝑛𝑘𝑙

L𝑠𝑐 = L𝐸𝐻 −
1
48𝑒ℎ

−1
5ℎ𝑚𝑝ℎ𝑛𝑞ℎ𝑘𝑟ℎ𝑙𝑠𝐹𝑚𝑛𝑘𝑙𝐹𝑝𝑞𝑟𝑠. (3.131)

Для SL(5)-теории 𝐷 = 7, поэтомуγ = −1
5 . Интегрируя по частям, запишем

потенциал 𝑉𝐸𝐻 в форме, удобной для сравнения со скалярным потенциалом
исключительной теории поля:

ℎ
1
5 𝑒−1L𝐸𝐻 =

1
4 ℎ

𝑘𝑙𝜕𝑘ℎ
𝑚𝑛 𝜕𝑙ℎ𝑚𝑛 −

1
2 ℎ

𝑘𝑙𝜕𝑘ℎ
𝑚𝑛 𝜕𝑚ℎ𝑙𝑛 −

1
5 𝜕𝑚ℎ

𝑚𝑛 ℎ−1𝜕𝑛ℎ

− 3
100 ℎ

𝑚𝑛(ℎ−1𝜕𝑚ℎ) (ℎ−1𝜕𝑛ℎ) +
1
4 ℎ

𝑚𝑛𝜕𝑚𝑔
µν 𝜕𝑛𝑔µν +

1
2𝜕𝑚ℎ

𝑚𝑛 𝑔−1𝜕𝑛𝑔

+ 1
4 ℎ

𝑚𝑛(𝑔−1𝜕𝑚𝑔) (𝑔−1𝜕𝑛𝑔) −
1
10 ℎ

𝑚𝑛(ℎ−1𝜕𝑚ℎ) (𝑔−1𝜕𝑛𝑔) .
(3.132)

Подставляя явный вид (3.123) обобщенной метрики 𝑀MN в выражение для
скалярного потенциала SL(5) теории:

𝑒−1L𝑠𝑐 = ±
(︂1
8 𝜕MN𝑚𝑃𝑄 𝜕KL𝑚

𝑃𝑄 𝑚𝑀𝐾𝑚𝑁𝐿 + 1
2 𝜕MN𝑚𝑃𝑄 𝜕KL𝑚

𝑀𝑃 𝑚𝑁𝐾𝑚𝐿𝑄

+ 1
2 𝜕MN𝑚

𝐿𝑁 𝜕KL𝑚
𝑀𝐾 + 1

2𝑚
𝑀𝐾𝜕MN𝑚

𝑁𝐿(𝑔−1𝜕KL𝑔)

+ 1
8𝑚

𝑀𝐾𝑚𝑁𝐿(𝑔−1𝜕MN𝑔) (𝑔−1𝜕KL𝑔) +
1
8𝑚

𝑀𝐾𝑚𝑁𝐿𝜕MN𝑔
µν𝜕KL𝑔µν

)︂
,

(3.133)
убеждаемся, что воспроизводится точно действие (3.131) с L𝐸𝐻, записанным
в виде (3.132).

Здесь важно отметить следующее. Несмотря на то, что действие не
является явно ковариантным по отношению к локальной SO(1,10) и глобаль-
ной GL(11) симметриям, оно является инвариантным по отношению к этим
преобразованиям. Действительно, изначальное действие 𝑆11 обладало этими
симметриями, а (3.130) является его переписыванием в другой форме. Таким
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образом, платой за явную SL(5) инвариантность является нарушение GL(11)
симметрии, GL(4) подгруппа которой является геометрической подгруппой
группы U-дуальности.

3.5 Суперсимметрия

Бозонный сектор исключительной теории поля может быть дополнен
до полной суперсимметричной теории, являющейся ковариантной формули-
ровкой 11-мерной супергравитации с группой дуальности E𝑑(𝑑) и группой
R-симметрии 𝐾, заданной ее максимальной компактной подгруппой. Рассмот-
рим построение суперсимметричной исключительной теории поля с группой
дуальности E6(6), являющейся теорией на 5+27-мерном пространстве. Бозон-
ные симметрии связаны с калибровочными симметриями векторного поля
𝐴µ
M , принадлежащему мультиплету 27 группы E6(6) . Фермионный сектор тео-

рии, как и 𝐷 = 5 максимальная супергравитация [70, 88], содержит гравитино
ψµ

𝑖 и фермионные поля (гейджино) χ𝑖 𝑗𝑘, принадлежащие фундаментальному
представлению 8 и антисимметричному бесследовому представлению 42 груп-
пы 𝐾 = USp(8)соответсвенно. Таким образом, обобщенная группа Лоренца
оказывается представлена группой SO(1,4) × USp(8). Имеем следующий на-
бор полей в полной суперсимметричной теории:{︂

𝑒µ
𝑎 , VM 𝑖 𝑗, 𝐴µ

M , 𝐵µνM , ψµ
𝑖, χ𝑖 𝑗𝑘

}︂
, (3.134)

где индексы µ, ν = 0, . . . , 4, и 𝑀 = 1, . . . , 27, нумеруют направления во
внешнем и расширенном пространствах соответственно. Лоренцевы индексы
𝑎 = 0, . . . , 4, and 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 8, нумеруют фундаментальные представления
групп SO(1,4) и USp(8) соответственно. Репер 𝑒µ

𝑎 определяет пятимерную
метрику стандартным образом 𝑔µν ≡ 𝑒µ𝑎𝑒ν𝑏η𝑎𝑏. То же для репераVM 𝑖 𝑗 на рас-
ширенном пространстве:

𝑀MN = VM 𝑖 𝑗VN 𝑘𝑙Ω𝑖𝑘Ω 𝑗𝑙, (3.135)

где Ω𝑖 𝑗 — инвариантный тензор группы USp(8).
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Для фермионных полей используются те же соглашения, что и в [88] для
максимальной пятимерной супергравитации. В частности, фермионы счита-
ются симплекто-майорановскими, то есть удовлетворяющими условиям

𝐶−1ψ̄𝑇𝑖 = Ω𝑖 𝑗ψ
𝑗, ψ𝑖𝑇𝐶 = Ω𝑖 𝑗ψ̄ 𝑗, 𝐶−1χ̄𝑇𝑖 𝑗𝑘 = Ω𝑖𝑙Ω 𝑗𝑚Ω𝑘𝑛χ

𝑙𝑚𝑛, (3.136)

где матрица зарядового сопряжения 𝐶 определяется следующими соотноше-
ниями

𝐶γ𝑎𝐶
−1 = γ𝑇𝑎 , 𝐶𝑇 = −𝐶, 𝐶† = 𝐶−1 . (3.137)

Инвариантность по отношению к преобразованиям из обобщенной груп-
пы Лоренца и обобщенным диффеоморфизмам требует введения соответству-
ющих связностей (см. Таблицу 12). При этом под действием обобщенных
диффеоморфизмов фермионы преобразуются, как скаляры с некоторым ве-
сом. Для длинных производных удобно ввести следующие обозначения:

𝐷µ = 𝐷[𝐴ν]µ ,
Dµ = D[𝐴ν,ων,Qν]µ , DM = D[ωN ,QN ]M ,

∇µ = ∇[𝐴ν,ων,Qν,Γν]µ , ∇M = ∇[ωN ,QN ,ΓN ]µ ,
(3.138)

где в квадратных скобках после значка производной перечислены связности,
которые входят в ее определение.

Таблица 12 — Связности, задающие ковариантные производные
на полях, принадлежащих мультиплетам групп SO(1,4) и USp(8).

Dµ DM

SO(1,4) ωµ
𝑎𝑏 ωM

𝑎𝑏

USp(8) Qµ 𝑖 𝑗 Q𝑀 𝑖
𝑗

Как и в формализме 1.5 рода для супергравитации, связности определя-
ются в терминах репера 𝑒µ𝑎 на внешнем пространстве и обобщенного репера
VM 𝑖 𝑗. SO(1,4) связность во внешнем пространстве ωµ𝑎𝑏 определяется стан-
дартным способом через условие равенства нулю кручения:

D[µ𝑒ν]𝑎 ≡ 𝐷[µ𝑒ν]𝑎 +ω[µ𝑎𝑏𝑒ν]𝑏
!
= 0 , ⇐⇒ Γ[µν]

ρ = 0. (3.139)

Причем, производная 𝐷µ = 𝜕µ − L𝐴µ ковариантна по отношению к обобщен-
ным диффеоморфизмам. Символы Кристоффеля для внешних диффеоморфиз-
мов определяются из условия метричности связности

∇µ𝑒ν𝑎 = Dµ𝑒ν𝑎 − Γµν
λ𝑒λ

𝑎 = 0. (3.140)
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Внутренняя спин-связность ωµ
𝑎𝑏 определяется из условия, что ток

𝑒𝑎µD[ω]M𝑒µ𝑏 принадлежит ортогональному дополнению максимальной ком-
пактной подалгебры алгебры 𝔤𝔩(5). Другими словами, требуем равенства
нулю проекции на компактную часть:

𝑒µ[𝑎DM𝑒µ𝑏]
!
= 0 ⇐⇒ ωM

𝑎𝑏 = 𝑒µ[𝑎𝜕M𝑒µ
𝑏] . (3.141)

Для формулировки преобразований суперсимметрии требуется ввести
длинные производные DM±, определенные через модифицированную спин-
связность:

ω±M
𝑎𝑏 ≡ ωM𝑎𝑏 ± 1

2 𝑀MN FµνN 𝑒µ𝑎𝑒ν𝑏. (3.142)
Как и в бозонном случае, для композитной USp(8) связности на внешнем

пространстве требуем, чтобы ток V𝑘𝑙
MD[𝐴,Q]µVM 𝑖 𝑗 принадлежал ортого-

нальному дополнениюмаксимальной компактной подалгебры алгебры𝔢6. Для
этого запишем

DµVM 𝑖 𝑗 ≡ 𝐷µVM 𝑖 𝑗 + 2Qµ 𝑘 [𝑖VM 𝑗]𝑘 !
= Pµ𝑖 𝑗𝑘𝑙VM 𝑘𝑙. (3.143)

Заметим, что квадрат скалярного тока Pµ𝑖 𝑗𝑘𝑙 определяет кинетическое слага-
емое для скалярных полей теории.

Наконец, внутренняя USp(8) связность QM определяется из условия ра-
венства нулю обобщенного кручения [123, 124]. На произвольном тензоре 𝑋N 𝑖

веса λ𝑋 полная ковариантная производная во внутреннем пространстве зада-
на следующим выражением:

∇M𝑋N 𝑖 ≡ 𝜕M𝑋N 𝑖 − Q𝑀 𝑗
𝑖𝑋N

𝑗 − ΓMN
K𝑋K

𝑖 − 3
4λ𝑋Γ𝐾𝑀

K𝑋N
𝑖, (3.144)

где аффинная связность задается символами Кристоффеля ΓMN
K ≡

ΓM
α(𝑡α)NK , принимающими значение в алгебре 𝔢6. Индекс α = 1, . . . ,78

нумерует генераторы алгебры. Так определенная ковариантная производная
тензора является обобщенным тензором веса λ = λ𝑋 − 1

3 . Условие равенства
нулю обобщенного тензора кручения имеет вид

TNKM ≡ ΓNK
M − 6ℙMKPLΓPNL +

3
2 ℙMK

Q
NΓPQ

P !
= 0 , (3.145)

где ℙMK
𝑃L обозначает проектор на присоединенное представление алгебры

дуальности. Тензор кручения определяется через обобщенную производную
Ли по обычной и ковариантной производной:

L∇Λ𝑉M − L𝜕
Λ𝑉
M = TKLMΛK𝑉L (3.146)
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и является обобщенным вектором. Условие (3.145) может быть эквивалентно
записано в виде [123, 125, 126]

(ℙ351)Mα𝑁
βΓN

α = 0 , (3.147)

где проектор ℙ351 на представление 351 группы 𝐸6(6) задан выражением

(ℙ351)Mα𝑁
β = −6

5 (𝑡
α)PN (𝑡β)M𝑃 + 3

10 (𝑡
α)M𝑃 (𝑡β)PN +

1
5δ
N
Mδ

α
β . (3.148)

В этих обозначения преобразования суперсимметрии имеют следующий вид:

δεψ
𝑖
µ = Dµε𝑖 − 𝑖

√
2V 𝑖 𝑗M

(︃
∇−M (γµε

𝑘) − 1
3 γµ∇

−
Mε

𝑘

)︃
Ω 𝑗𝑘 ,

δεχ
𝑖 𝑗𝑘 =

𝑖

2 𝑃µ
𝑖 𝑗𝑘𝑙Ω𝑙𝑚 γ

µε𝑚 + 3
√

2
V⟦𝑖 𝑗M ∇−Mε

𝑘⟧ ,

δε𝑒
𝑎
µ =

1
2 ε̄𝑖γ

𝑎ψ𝑖
µ ,

δεVM 𝑖 𝑗 = 4𝑖Ω𝑖𝑚Ω 𝑗𝑛VM𝑘𝑙 Ω𝑝⟦𝑘χ̄𝑙𝑚𝑛⟧ε
𝑝 ,

δε𝐴µ
M =
√

2
(︂
𝑖Ω𝑖𝑘ε̄𝑘ψµ

𝑗 + ε̄𝑘γµχ𝑖 𝑗𝑘
)︂
V𝑖 𝑗
M ,

δε𝐵µνM = − 1
√

5
VM 𝑖 𝑗

(︂
2 ψ̄𝑖[µγν]ε

𝑘Ω 𝑗𝑘 + 𝑖χ̄𝑖 𝑗𝑘γµνε𝑘
)︂
− 𝑑MNP 𝐴[µNδε𝐴ν]P .

(3.149)
При условии независимости полей от всех координат на расширенном про-
странстве 𝜕M = 0, преобразования суперсимметрии исключительной теории
поля с группой E6(6) сводятся к таковым для 𝐷 = 5 максимальной суперграви-
тации [70, 88]. Структура алгебры суперсимметрии тоже повторяет таковую
в 𝐷 = 5 максимальной супергравитации [88]:

[δ(ε1),δ(ε2)] = ξµDµ + δ𝔰𝔬(1,4) (Ω𝑎𝑏) + δ𝔲𝔰𝔭(8) (Λ𝑖 𝑗) + δsusy(ε3)
+ δgauge(ΛM) + δgauge(Ξµ𝑀) + δgauge(Ξµνα) + δgauge(Ξµν𝑀) .

(3.150)
Параметры преобразований в правой части уравнения выражаются в терми-
нах спиноров ε1,2, их ковариантных производных, и внешних и внутренних
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реперов 𝑒µ𝑎, VM 𝑖 𝑗, следующим образом:

ξµ =
1
2 ε̄2𝑖γ

µε𝑖1 ,

Ω𝑎𝑏 = −
√

2 𝑖
3

(︂
ε̄1𝑖γ

𝑎𝑏∇−Mε
𝑘
2 − ∇−M ε̄1𝑖γ

𝑎𝑏ε𝑘2

)︂
V 𝑖 𝑗 𝑀Ω 𝑗𝑘 − ΛMω−M

𝑎𝑏 ,

ΛM = −
√

2𝑖V 𝑖 𝑗MΩ 𝑗𝑘 ε̄2𝑖ε
𝑘
1 ,

Ξµ𝑀 =
1
√

5
VM𝑘𝑙Ω𝑙𝑚

(︁
ε̄2𝑘γµε

𝑚
1
)︁
,

Ξµνα =
3𝑖
√

10
(𝑡α)MNVM 𝑙𝑖V𝑘𝑖 𝑁

(︁
ε̄2𝑘γµνε

𝑙
1
)︁
,

Ξµν𝑀 = − 𝑖
√

10

(︂
ε̄2𝑘γµν𝜕Mε

𝑘
1 − 𝜕M ε̄2𝑘γµνε

𝑘
1 − (ε̄2𝑘ε

𝑘
1) 𝑒𝑎 [µ𝜕M𝑒ν]𝑎

− 2
3V

𝑘𝑖 𝑁𝜕MV𝑁 𝑙𝑖

(︁
ε̄2𝑘γµνε

𝑙
1
)︁ )︂
.

(3.151)

Суперсимметричный лагранжиан с точностью до членов четвертого порядка
по фермионам имеет вид

𝑒−1L = ˆ︁R − 1
4MMN Fµν

MF µνN − 1
6 Pµ

𝑖 𝑗𝑘𝑙Pµ𝑖 𝑗𝑘𝑙 +
√

10
8 𝑒−1L𝑡𝑜𝑝 − 𝑉 (𝑀,𝑔)

− ψ̄µ𝑖γµνρDνψ𝑖
ρ + 2
√

2 𝑖V𝑖 𝑗
MΩ𝑖𝑘ψ̄µ𝑘γ

[µ∇+M
(︂
γν]ψν

𝑗
)︂

− 4
3 χ̄𝑖 𝑗𝑘γ

µDµχ𝑖 𝑗𝑘 + 8
√

2 𝑖V𝑚𝑛
MΩ𝑛𝑝χ̄𝑝𝑘𝑙∇+Mχ

𝑚𝑘𝑙

+ 4𝑖
3 Pµ

𝑖 𝑗𝑘𝑙χ̄𝑖 𝑗𝑘γ
νγµψν

𝑚Ω𝑙𝑚 + 4
√

2V 𝑖 𝑗 𝑀 χ̄𝑖 𝑗𝑘γ
µ∇−Mψµ

𝑘 .

(3.152)
Естественно, первая строка является лагранжианом для бозонного секто-
ра E6(6) исключительной теории поля, подробно разобранной ранее. Явные
вычисления для алгебры суперсимметрии и проверка инвариантности лагран-
жиана (3.152) при преобразованиях суперсимметрии представлены в работе
автора [113].
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Глава 4. Размерные редукции исключительной теории поля

Исключительная теория поля является теорией на пространстве, пара-
метризованном 𝐷 обычными геометрическими координатами и 𝑁 = dimR𝑉
обобщенными координатами. Здесь под обычными геометрическими коор-
динатами понимаются те, которые используются для измерения физических
расстояний, или же те, которые дуальны импульсу в смысле разложения
Фурье. R𝑉 обозначает неприводимое представление группы дуальности E𝑑(𝑑)
(𝑑 = 11 − 𝐷), его размерность равна числу векторных мультиплетов теории.
Векторные поля выступают в роли обобщенных калуца-клейновских векто-
ров. Множество обобщенных координат включает 𝑑 обычных геометрических
координат и дополнительно 𝑁 − 𝑑 негеометрических координат, соответству-
ющих модам намоток М2-, М5-бран и КК6-монополя.

Несмотря на то, что группа дуальности в супергравитации появляет-
ся при редукция на плоский тор, и намотки бран имеют смысл только
для торических пространств, пространство исключительной теории поля не
предполагается обладающим геометрией плоского тора. Действительно, как
было показано выше, в зависимости от решения условия проекции, исклю-
чительная теория поля воспроизводит полную 11-мерную супергравитацию,
супергравитацию типа IIB или максимальную некалиброванную 𝐷-мерную
супергравитацию. Причем, только последняя соответствует редукции исклю-
чительной теории поля на плоский тор. В этом смысле, плоский тор является
решением, сохраняющим максимальную симметрию обобщенных диффео-
морфизмов, глобальную группу E𝑑(𝑑), как плоское пространство сохраняет
глобальную группу GL(𝑑) общей теории относительности. Однако, было бы
неверно считать, что исключительная теория поля представляет собой лишь
способ ковариантной записи известного действия супергравитации. Более пра-
вильно будет говорить, что решения уравнений исключительной теории поля
являются самосогласованными фоновыми пространствами для струны (мем-
браны) с учетом непертурбативных эффектов (см. Главу 5). Такие решения
выходят за рамки не только торических пространств, но и вообще множества
решений супергравитации. В этой главе рассматривается размерная редукция
на определенный класс решений уравнений исключительной теории поля, на-
зываемых обобщенно параллелизуемыми пространствами или обобщенным
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твистованным тором. Соответствующая редукция называется обобщенной ре-
дукцией Шерка–Шварца.

Рассмотрим Рис. 4.1, являющийся расширенной версией Рис. 2.3, вклю-
чающей исключительную теорию поля. Как обсуждалось ранее, только часть

исключительная
теория поля

N = 1 𝐷 = 11 супергравитация

𝐷 = 11 − 𝑑 супегравитация калибровочная
супергравитация

калибровочная
симметрия

редукция
на тор 𝕋 𝑑

редукция в присутствии
- потоков 𝑝-форм

∫
Σ
𝐹 (𝑝) = 𝐶Σ

- кривизны (геометрический флакс)
𝑑𝑒𝑐 = T𝑎𝑏𝑐𝑒𝑎 ∧ 𝑒𝑏

- негеометрических флаксов

услови
е прое

кции
обобщенная
редукция
Шерка–Шварца

Рисунок 4.1 — Расширение схемы Рис. 2.3 размерными редукциями
исключительной теории поля.

флаксов калиброванной супергравитации в правом нижнем углу схемы, по-
нимаемых как компоненты тензора погружения, имеет интерпретацию в
терминах размерных редукций 11-мерной супергравитации. В литературе та-
кие называются геометрическими флаксами, и соответствуют редукциям в
присутствии потоков 𝑝-форм, ненулевой кривизны или кручения. Кроме них
тензор погружения имеет компоненты, которые не могут быть поставлены в
соответствие подобным величинам, что следует из анализа их преобразований
под действием U-дуальности. Присутствие в теории таких негеометрических
флаксов, не имеющих 11-мерной интерпретации, обозначено на схеме пунк-
тирной линией. С другой стороны, имеем исключительную теорию поля,
которая при наложении условия проекции воспроизводит 11-мерную супер-
гравитацию.

Условие проекции является дифференциальной связью, которую
необходимо наложить на все функции на расширенном пространстве для
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самосогласованности алгебры обобщенных производных Ли. Существует, од-
нако, другой способ обеспечить подобную самосогласованность, но уже не
в полной теории, а в теории в размерности 𝐷. Специальный выбор анзаца
для размерной редукции тензоров на расширенном пространстве позволя-
ет обеспечить самосогласованность без накладывания дифференциального
условия. Соответствующий анзац является обобщением стандартного анзаца
Шерка–Шварца, который в свою очередь является простейшим примером
самосогласованной редукции после калуца-клейновской редукции на плос-
кий тор [127].

4.1 Обобщенная редукция Шерка–Шварца

Впервые обобщенный анзац Шерка–Шварца был предложен для редук-
ции двойной теории поля в работе [128], где было показано, что полная
O(10,10) теория воспроизводит структуру полумаксимальной калиброванной
супергравитации. Размерные редукцииШерка–Шварца скалярного сектора ис-
ключительной теории поля с группой SL(5), SO(5,5), E6(6) были построены в
работах автора [129, 130]. Позднее полные редукции исключительной теории
поля, включая тензорный и внешний гравитационный сектора, были постро-
ены в работах [131, 132, 133, 134, 135, 136, 137, 138].

Обобщенная размерная редукция Шерка–Шварца исключительной тео-
рии поля основана на выборе анзаца для полей специального вида:

𝑉M (𝑥,𝕏) = 𝑈MM (𝕏)𝑉
M (𝑥), (4.1)

где 𝑥µ — координаты на внешнем D-мерном пространстве теории, а 𝕏M

— координаты обобщенного пространства размерности 𝑁. В последующих
формулах явное указание зависимости от координат будет опускаться, для
обозначения тензоров, не зависящих от координат на обобщенном простран-
стве будет использоваться черта над индексом M = 1, . . . ,𝑁. Твистовые
матрицы 𝑈MM принадлежат подгруппе группы дуальности E𝑑(𝑑) и существен-
но ограничены требованием самосогласованности редукции и эффективной
𝐷-мерности результирующей теории. Удобство ковариантного формализма ис-
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ключительных теорий поля в том, что условия самосогласованности можно
сформулировать на алгебраическом языке.

Рассмотрим обобщенную производную Ли на полях, удовлетворяющих
анзацу (4.1)

δΣ𝑉
M = (LΣ𝑉)M = 𝑈MM𝑋KL

MΣK𝑉L, (4.2)

где величины 𝑋MN
K в общем виде могут быть записаны следующим образом:

𝑋MN
K = 2𝑈MK𝑈[M

N𝜕N𝑈N]
M + 𝑌KLPN𝑈M

P𝑈L
L𝜕L𝑈M

M . (4.3)

Y-тензор определяется соотношениями (3.16). Для размерной редукции будем
предполагать, что 𝑋MN

K = const. Следует отметить, что вообще говоря, это
условие не обязательно. В общем случае произвольной зависимости твистовых
матриц от всех 𝐷 + 𝑁 координат получим т.н. флакс-формулировку исключи-
тельной теории поля. Для двойной теории поля флакс-формулировка была
построена в работе [37].

Из выражения (4.3) видно, что «структурные константы» 𝑋MNK не явля-
ются антисимметричными в общем случае. В случае постоянных структурных
констант их симметричная часть является алгебраическим аналогом условия
проекции для функций на обобщенном пространстве. Действительно, рассмот-
рим коммутатор двух обобщенных производных Ли:

[LΛ1,LΛ2]𝑉M = L[Λ1,Λ2]𝐸𝑉
M + 𝐹M0 ,

[Λ1,Λ2]M𝐸 = LΛ1Λ
M
2 − LΛ2Λ

M
1 ,

(4.4)

где 𝐹0M обозначает выражение, содержащее только производные вида
𝑌MNKL 𝜕MΦ1𝜕NΦ2 от некоторых комбинаций Φ1,2 векторов 𝑉M и ΛM1,2. В полной
теории условие проекции требует обнуления всех таких комбинаций произ-
водных, накладывая дифференциальные связи на функции на обобщенном
пространстве. Тоже верно для тождества Якоби для обобщенных производных
Ли: его выполнение нарушается членами такого же вида. Пусть теперь зави-
симость от обобщенных координат произвольна, но поля теории ограничены
твистовым анзацем (4.1). Твистовый анзац для обобщенной производной
Ли (4.2) индуцирует преобразование для полей в 𝐷-мерной теории, который
имеет ровно тот же вид, что и в калиброванной супергравитации:

δΣ𝑉
M = 𝑋MN

KΣM𝑄N . (4.5)
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Алгебра так определенных преобразований является замкнутой:

[δΣ1
,δΣ2
] = δ[Σ1,Σ2]𝑋 ,

[Σ1,Σ2]𝑋M = 𝑋KL
MΣ1

MΣ2
N

(4.6)

при условии

[𝑋M , 𝑋N ] = −𝑋MN
C𝑋C , (4.7)

где набор 𝑁 × 𝑁 матриц 𝑋M определяется их компонентами (𝑋M)NK =

𝑋MN
K . Получаем ничто иное, как квадратичные условия калиброванной су-

пергравитации, причем 𝑋M является буквально тензором погружения для
максимальной калиброванной супергравитации.

Здесь важно отметить, что несмотря на знакомую форму, выражение
(4.7) не может быть интерпретировано как коммутационные соотношения ал-
гебры Ли. Причина в том, что, определяя присоединенное действие алгебры
Ли на себе, получим, что компоненты матрицы генераторов буквально равны
структурным константам. Здесь же, в правой части возникает только анти-
симметричная часть компонент матрицы генератора. Правильно смотреть на
(4.7), как на некоторое квадратичное условие на матрицы 𝑋M , решить кото-
рые можно, считая подмножество этих матриц действительно генераторами
некоторой алгебры Ли. Антисимметричной левой части (4.7) накладывает
условие на симметричную часть 𝑍MNK = 𝑋(MN)

K «структурных констант»:

𝑍MN
K𝑋K = 0. (4.8)

Таким образом, вместо дифференциального условия на функции на обоб-
щенном пространстве условие замкнутости алгебры преобразований дает
алгебраическое условие на симметричную часть компонент тензора погруже-
ния.

Для якобиатора преобразований имеем:

[δΣ1
, [δΣ2

, δΣ3
]] + 𝑐.𝑝. = 3

(︂
𝑋[MN]

K𝑋[KL]
P
)︂
𝑋PQ

RΣM[1 Σ
N
2 Σ𝐾3]𝑉

Q, (4.9)

где c.p. обозначает циклические перестановки. В правой части выражения
видим стандартное выражение для якобиатора структурных констант (в скоб-
ках) для антисимметричной части тензора погружения 𝑋[MN]

K , спроециро-
ванное на генератор 𝑋M . Для самосогласованности требуем, чтобы правая
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часть равнялась нулю. Причем, необходимо требовать обнуления не выра-
жения в скобках, а всей комбинации с учетом проекции на генератор 𝑋M .
Причина в том, что антисимметричная часть «структурных констант» 𝑋[MN]K
не удовлетворяет тождеству Якоби
𝑋[MN]

K𝑋[KL]
P + 𝑋[LM]

K𝑋[KN]
P + 𝑋[NL]

K𝑋[KM]
P = −𝑍Q[M𝑋NL]

Q . (4.10)
Заметим, что нарушение тождества Якоби опять пропорционально симмет-
ричной части тензора погружения, что полностью воспроизводит алгебраиче-
скую структуру калиброванной супергравитации.

Наконец, для самосогласованной редукции и независимости действия
редуцированной теории от координат на обобщенном пространстве недоста-
точно просто потребовать, чтобы 𝑋[MN]

K были постоянны. Дополнительно
требуется, чтобы они были инвариантными объектами. Условие (4.7) гаран-
тирует это, поскольку твистованные преобразования «структурных констант»
могут быть записаны в виде

δΣ𝑋[MN]
K = ΣL

(︂
[𝑋L, 𝑋M]N

K + 𝑋LM
P (𝑋P)N

K
)︂
≡ 0. (4.11)

Соотношение (4.3) показывает (при разрешимости уравнений), что пол-
ный тензор погружения, включая геометрические и негеометрические флак-
сы, может быть сгенерирован правильным выбором твистовой матрицы.
Интуитивно такой результат достаточно ожидаем. Действительно, твисто-
вую матрицу можно понимать, как аналог обобщенного репера, который
в верхнетреугольной калибровке содержит обычный репер и поля 𝑝-форм
на внутреннем многообразии. В нижнетреугольной калибровке обобщенный
репер параметризуется магнитными потенциалами смешанной симметрии.
Например, для двойной теории поля, это бивектор β𝑚𝑛, дуальный потенциалу
𝐵𝑚1···6,𝑘𝑙, взаимодействующему с 52

2-браной [139, 140]. Поскольку «структур-
ные константы» включают твистовую матрицу и ее производные, довольно
естественно среди них ожидать как геометрические флаксы, пропорциональ-
ные производным геометрического репера и потенциалов 𝑝-форм, так и
негеометрические флаксы, пропорциональные производным смешанных по-
тенциалов.

Отдельного упоминания заслуживает занимательное наблюдение, сде-
ланное в работе [91]: существуют такие решения квадратичных условий на
компоненты тензора погружения, которые соответствуют твистовым матри-
цам, нарушающим условие проекции двойной теории поля. Понятно, что не
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существует преобразования дуальности, связывающего такие наборы флак-
сов с любыми наборами, включающими только геометрические флаксы. В
этой работе соответствующие орбиты названы истинно негеометрическими и
предложено рассматривать модели размерной редукции, в которых скалярные
модули стабилизируются истинно негеометрическими флаксами.

Обобщенная компактификация Шерка–Шварца исключительной теории
поля нашла широкий спектр приложений от построения самосогласованных
редукций 11-мерной супергравитации и построения космологических моделей
до анализа спектра суперконформных теорий поля в рамках голографиче-
ской дуальности. Перечислим кратко некоторые из современных направлений
исследований, основанных на данном подходе. Наиболее непосредственные
приложения обобщенных редукций Шерка–Шварца исключительных теории
поля включают построение схем самосогласованных размерных редукций 11-
мерной супергравитации. В работах [75, 141] обобщенныйШШанзац для E7(7)
теории был использован для построения полного анзаца для калибровочных
полей при редукции 11-мерной супергравитации на решение AdS4 × 𝕊7. Полу-
ченные результаты дополняют более раннюю работу [73], где было доказано,
что такая редукция является самосогласованной.

Для более общего класса редукций на сферу или (скрученный) гипер-
болоид, дающих CSO(𝑝,𝑞,𝑟) калиброванную супергравитацию, в работе [132]
были построены в явном виде твистовые матрицы E7(7) исключительной тео-
рии. Здесь 𝑝+𝑞+𝑟 = 𝑑—размерность внутреннего пространства, включающего
только сферу или гиперболоид размерности 𝑝+ 𝑞, если 𝑟 = 0, и дополнительно
тор размерности 𝑟 в противном случае. Ключевым результатом данной рабо-
ты является наблюдение, что все такого сорта размерные редукции 11-мерной
супергравитации являются редукциями на твистованный тор в расширенном
пространстве. Для построения размерных редукций немаксимальных теорий,
а именноN = (1,1) иN = (2,0) теорий супергравитации в размерности 𝐷+6 в
работе [142] получены в явном виде твистовые матрицы для редукции исклю-
чительной теории поля с группой O(𝑝,𝑞). Такая расширенная двойная теория
поля и ее редукции Шерка–Шварца были построены в работе автора [143]
совместно с О. Хомом и Х. Замтлебеном.

Возможность определения обобщенной твистовой матрицы, дающей
постоянный структурные константы 𝑋MN

K , называется обобщенной парал-
лелизуемостью расширенного пространства и тесно связана с возможностью
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определения G-структуры с группой G, являющейся подгруппой E𝑑(𝑑). В ра-
ботах [123, 144, 124, 145] исключительные G-структуры были рассмотрены с
точки зрения обобщенной исключительной геометрии, определяемой на рас-
слоении 𝑇𝑀 ⊕ ∧2𝑇∗𝑀 ⊕ ∧5𝑇∗𝑀 · · · . Такая геометрия обобщает геометрию
Хитчина на расслоения 𝑇𝑀 ⊕ 𝑇∗𝑀, которая позволяет строить размерные
редукции 10-мерной супергравитации на многообразия с флаксами в терми-
нах интегрируемых G-структур. В работе [146] обобщенная исключительная
геометрия была рассмотрена с точки зрения частичной редукции Шерка–
Шварца исключительной теории поля. При этом зависимость от координат
𝕏M сохраняется в теории, а твистовая матрица несет информацию о группе
G, определяющей G-структуру на базовом многообразии. Как и для хит-
чиновской обобщенной комплексной геометрии, ключевым преимуществом
исключительной обобщенной геометрии является единое рассмотрение как
геометрических, так и негеометрических флаксов в рамках одного объекта
— внутреннего (обобщенного) кручения. Классификация ненулевых классов
кручения для самосогласованных редукций на AdS вакуум 11-мерной супер-
гравитации и явный вид инвариантных тензоров представлены в работах [135,
138, 147, 136].

Приложение ШШ компактификации исключительной теории поля к по-
строению самосогласованных редукций супергравитации нашло многообеща-
ющее продолжение в недавних работах [148, 149], где был развит формализм
построения полного КК спектра редуцированной супергравитации. В рамках
голографической дуальности разработанный формализм позволяет получать
информацию об операторах суперконформных теорий, дуальных заданному
решению уравнений супергравитации. Так, в работе [150] формализм исклю-
чительной КК спектроскопии был приложен к изучению спектра защищенных
и незащищенных операторов в 𝐷 = 4 N = 1 суперконформной теории Ли-
Страсслера в планарном пределе. В работах [151, 152] были изучены N = 1
суперконформные теории поля, дуальные пространствам вида AdS4 × 𝑋 , где 𝑋
принадлежит определенному классу пространств, включающих негеометриче-
ское фоновое пространство теории типа IIB, пространство размерности семь и
фоновое пространство для массивной IIA супергравитации.
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4.2 Редукция скалярного сектора

4.2.1 Алгебраическая структура

Рассмотрим более подробно редукции Шерка–Шварца скалярного секто-
ра исключительных теорий поля с группами SL(5), SO(5,5), E6(6) и построение
самосогласованной редукции на примере 𝐷 = 6 супергравитации. Прямым
вычислением покажем, что «структурные константы» 𝑋MNK действительно
содержат те же самые представления, что и тензор погружения калиброван-
ной супергравитации, и удовлетворяют квадратичным условиям.

𝐷 = 7, группа SL(5)

Расширенное пространство SL(5) исключительной теории поля пара-
метризуется координатами 𝕏[𝑀𝑁] в представлении 10 группы дуальности.
Твистовый анзац соответственно имеет вид

𝑉𝑀𝑁 (𝑥,𝕏) = 𝑈𝑀𝑁
𝑀𝑁 (𝕏)𝑉

𝑀𝑁 (𝑥). (4.12)

Для построения твистового анзаца для полей в других представления группы,
удобно ввести твистовые матрицы в фундаментальном представлении:

𝑈𝑀𝑁
𝑀𝑁 =

1
2

[︁
𝑈𝑀

𝑀𝑈
𝑁
𝑁 − 𝑈

𝑀
𝑁𝑈

𝑁
𝑀

]︁
. (4.13)

Для скалярного сектора теории удобно принять det𝑈 = 1. Для структурных
констант имеем

𝑋𝑀𝑁,𝐾𝐿
𝑃𝑄 =

=
1
2

(︃
𝑈𝑃𝑄

𝑀𝑁𝜕𝑀𝑁𝑈
𝑀𝑁

𝐾𝐿 − 𝑈
𝑃𝑄

𝑀𝑁𝜕𝐾𝐿𝑈
𝑀𝑁

𝑀𝑁 +
1
4ε

𝑃𝑄𝑅𝑆𝑇ε𝑇𝑈𝑉𝑀𝑁𝑈
𝑈𝑉

𝑀𝑁𝜕𝑅𝑆𝑈
𝑀𝑁

𝐾𝐿

)︃
=

1
2𝑈

𝑃𝑄
𝑀𝑁𝜕𝑀𝑁𝑈

𝑀𝑁
𝐾𝐿 +

1
2δ

𝑃𝑄
𝐾𝐿𝜕𝑀𝑁𝑈

𝑀𝑁
𝑀𝑁 + 2𝑈𝑃𝑄

𝑀𝑁𝑈
𝑀𝑃

𝐾𝐿𝜕𝑃𝑄𝑈
𝑄𝑁𝑀𝑁 ,

(4.14)
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где для краткости мы ввели обозначение 𝜕𝑀𝑁 = 𝑈𝑀𝑁
𝑀𝑁𝜕𝑀𝑁 . Симметричная по

нижней паре индексов часть структурных констант равна:

𝑋𝑀𝑁,𝐾𝐿
𝑃𝑄 + 𝑋𝐾𝐿,𝑀𝑁

𝑃𝑄 =
1
8ε𝑀𝑁𝐾𝐿𝑈ε

𝑉𝑃𝑄𝑅𝑆𝑈𝑉𝑀𝜕𝑅𝑆𝑈
𝑀
𝑈 . (4.15)

Вследствие (4.13) полученное выражение можно удобно переписать в фунда-
ментальном представлении группы дуальности

𝑋𝑀𝑁,𝐾𝐿
𝑃𝑄 = 2𝑋𝑀𝑁,[𝐾

[𝑃δ𝑄] 𝐿] . (4.16)

При этом выражение 𝑋𝑀𝑁,𝐾
𝐿 может быть представлено в том же виде, что и

тензор погружения 𝐷 = 7 калиброванной супергравитации [90]

𝑋𝑀𝑁,𝐾
𝐿 = δ𝐿 [𝑀𝑌𝑁]𝐾 −

10
3 δ

𝐿
[𝑀θ𝑁]𝐾 − 2ε𝑀𝑁𝐾𝑅𝑆𝑍

𝑅𝑆,𝐿 + 1
3θ𝑀𝑁δ

𝐿
𝐾 . (4.17)

Здесь тензоры с компонентами θ[𝑀𝑁] , 𝑌(𝑀𝑁) и 𝑍 [𝑀𝑁],𝐾 преобразуются по пред-
ставлениям 10, 15 и 40 соответственно. Последнее означает, что полная
антисимметризация 𝑍 [𝑀𝑁,𝐾] = 0. В терминах твистовых матриц имеем сле-
дующие выражения для флаксов

10 : θ𝑀𝑁 =
1

10
(︂
𝑈𝐾

𝐾𝜕𝑀𝑁𝑈
𝐾
𝐾 − 𝑈

𝐾
𝐾𝜕𝐾 [𝑀𝑈

𝐾
𝑁]

)︂
,

15 : 𝑌𝑀𝑁 = 𝑈𝐾
𝐾𝜕𝐾 (𝑀𝑈

𝐾
𝑁),

40 : 𝑍𝑀𝑁,𝐾 = − 1
24

(︂
ε𝑀𝑁𝑅𝑆𝑇𝑈𝐾

𝐾𝜕𝑅𝑆𝑈
𝐾
𝑇 − ε

𝑅𝑆𝑇 [𝑀𝑈𝑁]
𝐾𝜕𝑅𝑆𝑈

𝐾
𝑇

)︂
.

(4.18)

Здесь важно отметить, что согласно индексной структуре 𝑋𝑀𝑁,𝐾
𝐿 принадлежит

приводимому представлению 10 ⊗ 24, которое раскладывается на неприводи-
мые представления:

10 ⊗ 24 = 10 ⊕ 15 ⊕ 40 ⊕ 175. (4.19)

При этом явное вычисление выше показывает, что 175 не входит в струк-
турные константы, полученные из твистового анзаца. Напомним, что в 𝐷 =

7 калиброванной супергравитации компоненты тензора погружения в 175
исключались требованием суперсимметрии. Здесь мы наблюдаем ту же си-
туацию, что и при суперсимметричном дополнении бозонного лагранжиана
исключительной теории поля: локальные бозонные симметрий теории накла-
дывают те же ограничения на константы связи, что и суперсимметрия. То же
верно для других групп дуальности.
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𝐷 = 6, группа SO(5,5)

Рассмотрим исключительную теорию с локальной группой симметрии
SO(5,5), которая соответствует 𝐷 = 6 максимальной супергравитации с гло-
бальной группой SO(5,5). Поля скалярного сектора теории параметризуют
фактор-группу

SO(5,5)
SO(5) × SO(5) . (4.20)

Расширенное пространство теории параметризуется координатами 𝑋M , преоб-
разующимися под действием глобальной группы в представлении спинорном
представлении 16𝑠. Y-тензор представляется в терминах стандартных гамма-
матриц в размерности 5 + 5:

𝑌MNKL =
1
2Γ

𝑖MNΓ𝑖KL, (4.21)

которые в майорановском представлении выбраны симметричными по спи-
норным индексом и действительными. Здесь малые латинские индексы 𝑖, 𝑗 =

1, . . . ,10 нумеруют векторы представления 10 группы SO(5,5). В спинорном
представлении генераторы группы дуальности задаются антисимметризован-
ным произведением гамма-матриц Γ𝑖 𝑗 = Γ[𝑖Γ𝑗] . Нормировка генераторов
выбрана таким образом, что проектор на присоединенное представление име-
ет следующий вид:

ℙN
M
L
K = − 1

32 (Γ
𝑖 𝑗)NM (Γ𝑖 𝑗)LK . (4.22)

Таким образом, структурные константы определяются соотношением

𝑋MN
K = 2𝑈MK𝑈[M

N𝜕N𝑈N]
M + 1

2Γ
𝑖KLΓ

𝑖PN𝑈M
P𝑈L

L𝜕L𝑈M
M , (4.23)

где гамма-матрицы с надчеркнутыми индексами определяются через стан-
дартные при помощи твистовых матриц в представлениях 16𝑠 и 10 очевид-
ным образом. Связь между представлениями определяется гамма-матрицами
обычным соотношением:

Γ𝑖MN𝑈𝑖
𝑗 = Γ 𝑗MN𝑈M

M𝑈N
N . (4.24)
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Как и в предыдущем параграфе, полученное выражение содержит компоненты
только в тех неприводимых представлениях, что и тензор погружения макси-
мальной супергравитации:

𝑋MN
K = −θ𝑖𝐿Γ 𝑗LM (Γ𝑖 𝑗)N

K + 32
10ℙN

K
M
LθL − δN

KθM . (4.25)

Флаксы в представлениях 16𝑠 и 144𝑐 в терминах твистовых матриц в вектор-
ном представлении выражаются следующим образом:

16𝑠 : θ𝑖M = −1
4Γ

𝑗MN𝑈 𝑗
𝑖𝜕N𝑈𝑖

𝑖 − 2
5Γ

𝑖MNθN ,

144𝑐 : θ𝑁 = − 1
16Γ

𝑖MKΓ
𝑗MN𝑈𝑖

𝑖𝜕K𝑈𝑖
𝑖.

(4.26)

𝐷 = 5, группа E6

Скалярные поля 𝐷 = 5 максимальной супергравитации параметризуют
фактор-группу

𝐸6(6)
𝑈𝑆𝑝(8) . (4.27)

Расширенное пространство является 27-мерным и параметризуется кооди-
натами 𝕏M , преобразующимися в представлении 27 глобальной группы
дуальности. Y-тензор выражается через полностью симметричный инвариант-
ный тензор 𝑑MNK группы E6(6):

𝑌MNRS = 10𝑑MNK𝑑KRS, (4.28)

который удовлетворяет следующим соотношениям
𝑑MPQ𝑑

NPQ = δM
N ,

𝑑MRS𝑑
SPT 𝑑TNK𝑑

KRQ =
1

10δ(M
PδN)

Q − 2
5𝑑MNR𝑑

RQP ,

𝑑MPS𝑑
SQT 𝑑TRK𝑑

KPV𝑑VQL𝑑
LRN = − 3

10δM
N .

(4.29)

Повторяя те же рассуждения, получим, что структурные константы содержат
компоненты только в представлениях 351 и 27. В явном виде имеем:

𝑋MN
K =

2
3𝑑
KPL𝑑LNQ𝑍MP

Q − 2
5𝑍MN

K

− 15
2 𝑑KLP𝑑MNPθP −

3
4δN

KθM +
9
2δM

KθN .
(4.30)
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Тензор 𝑍MNK = 𝑍NM
K принадлежит представлению 351 и может быть пред-

ставлен в виде 𝑍MNK = 𝑑MNL𝑍
LK , где 𝑍LK = −𝑍KL. В терминах твистовых

матриц имеем:

27 : θN = 5 𝑑KLM𝑑MNP𝑈K
M𝜕L𝑈

P
M ,

351 : 𝑍MN = 5𝑑MKL𝑈L
𝑀𝜕K𝑈

N
𝑀 +

15
2 𝑑MNKθK .

(4.31)

Покажем, что (4.30) имеет тот же вид, что и тензор погружения 𝐷 = 5 макси-
мальной супергравитации, полученный в [88, 85]:

𝑋MN
K = ΘM

α(𝑡α)NK +
(︂9
2 (𝑡

α)MP (𝑡α)NK − δMPδNK
)︂
θP (4.32)

где мы опускаем черту над индексами для ясности обозначений, 𝑡α обозначает
генераторы алгебры 𝔢6 в представлении 27. Тензор ΘM

α содержит только ком-
поненты в представлении 351 и с учетом квадратичных условий может быть
представлен в виде

ΘM
α = 𝑑MPK𝑑SQL𝑑

RKL (𝑡α)RS𝑍PQ . (4.33)

С учетом следующих соотношений для проектора на фундаментальное пред-
ставление

ℙM
N
K
L = (𝑡α)MN (𝑡α)KL,

ℙM
N
K
L = −5

3𝑑
MNP𝑑KLP +

1
18δM

NδK
L + δMLδKN

(4.34)

имеем

𝑋MN
K = ℙN

K
R
S𝑑RTL𝑑SQL𝑑MPT 𝑍

PQ +
(︂9
2ℙM

P
N
K − δMPδNK

)︂
θP . (4.35)

В первом слагаемом представим свертку 𝑑RTL𝑑SQL через проектор и восполь-
зуемся свойством ℙM

N
K
LℙK

LPQ = ℙK
LPQ. Получим

𝑋MN
K = −2

5ℙN
K
P
Q𝑍MP

Q +
(︂9
2ℙM

P
N
K − δMPδNK

)︂
θP . (4.36)

Наконец, пользуясь соотношениями (4.34) для проектора, получаем точно
(4.30).

Представленные в этой главе результаты показывают, что все компо-
ненты тензора погружения могут быть получены в размерных редукциях
исключительной теории поля на обобщенный твистованный тор в терминах
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твистовых матриц и их производных. Поскольку твистовые матрицы при-
надлежат тому же пространству, что и обобщенный репер, они могут быть
параметризованы теми же полями. Такая (верхнетреугольная) параметриза-
ция дает соотношение между негеометрическими флаксами и производными
от обычных супергравитационных полей по дуальным координатам, сво-
дя негеометрию к нетривиальной зависимости от дуальных координат. С
другой стороны, выбирая нижнетреугольную параметризацию, можно из-
бавиться от интерпретации негеометрии в терминах дуальных координат
ценой альтернативной формулировки супергравитации в терминах других по-
лей. Для десятимерной теории такая формулировка известна под названием
β-супергравитации по обозначению бивекторного поля β𝑚𝑛, заменяющего
степени свободы поля Калба–Рамона. Действие, уравнения движения и сим-
метрии теории были проанализированы в работах [153, 154, 155]. В Главе 5
будет показано, что такие параметризации действительно оказываются удоб-
ными при описании фоновых пространств для экзотических бран.

Важно отметить, что при размерной редукции действия для обобщен-
ной метрики следует считать, что так называемый тромбон θM равен нулю.
Компоненты тензора погружения θM , называемые тромбоном, появляются
в калиброванной супергравитации при локализации глобальной симметрии
относительно перескалирования полей с соответствующим весом. Очевидно,
такая симметрия не является симметрией действия, но является симметрией
уравнений движения. По этой причине, возможно записать уравнения дви-
жения максимальной супергравитации, содержащие все компоненты тензора
погружения, включая тромбон, но невозможно написать действие с ненуле-
вым тромбоном. То же верно для обобщенной редукции Шерка–Шварца. Для
иллюстрации рассмотрим полную производную от скаляра с весом единица и
применим твистовый анзац

𝜕M𝑊
M = θM𝑊

M . (4.37)

Интегрируя, мы с одной стороны получаем интеграл от полной производной,
который должен равняться нулю, а с другой стороны выражение, пропор-
циональное тромбону. Для произвольного вектора 𝑊M веса единица согла-
сованность обобщенного анзаца Шерка–Шварца с принципом наименьшего
действия (обнуление полной производной) требует равенства нулю тромбона.



141

4.2.2 Скалярный потенциал

Поле внешней метрики 𝑔µν в 𝐷-мерном пространстве-времени являет-
ся скаляром с весом β𝑑 по отношению к обобщенной производной Ли. По
этой причине, в схеме обобщенной редукции Шерка–Шварца внешняя мет-
рика, вообще говоря, должна иметь дополнительный твистовый скаляр. В
полных редукциях исключительных теорий поля действительно вводится та-
кой скаляр и учитывается нетривиальный вес метрики, однако для редукции
скалярного сектора удобнее переопределить обобщенную и внешнюю метри-
ки так, чтобы первая имела детерминант не равный единице, а вторая имела
нулевой вес. Определим:

𝑔µν(𝑥,𝕏) = 𝑒β𝑑φℎβ𝑑𝑔µν(𝑥), 𝑀MN (𝕏) = 𝑒β𝑑φℎβ𝑑𝑚MN (𝕏), (4.38)

где ℎ = det ℎ𝑚𝑛(𝕏) — детерминант 𝑑 × 𝑑 блока полной 11-мерной метрики.
Кроме этого, для изучения динамики скалярного сектора отдельно, делаем
предположение, что поля φ, ℎ, 𝑚MN зависят только от координат обобщен-
ного пространства, а метрика 𝑔µν зависит только от координат 𝑥µ внешнего
пространства-времени. Дополнительно считаем, что все поля 𝑝-форм равны
нулю.

Поясним выбор степеней для множителей в анзаце для внешней и обоб-
щенной метрики. Степень ℎ диктуется весом поля 𝑔µν и требованием, чтобы
в результирующей теории не оставалось явно степеней ℎ. Действительно,
лагранжиан теории поля, ограниченной таким анзацем имеет вид:

𝑒−1L = − 1
2R[𝑔µν] − 𝑉 (𝑀),

𝑉 = − 1
4α𝑑

𝑀MN𝜕𝑀𝑀
KL𝜕𝑁𝑀KL +

1
2𝑀
MN𝜕𝑀𝑀

KL𝜕𝐿𝑀𝑁𝐾

− 1
2 (𝑔

−1𝜕𝑀𝑔)𝜕𝑁𝑀MN −
1
4𝑀
MN (𝑔−1𝜕𝑀𝑔) (𝑔−1𝜕𝑁𝑔) −

1
4𝑀
MN𝜕𝑀𝑔

µν𝜕𝑁𝑔µν.

(4.39)
Тогда требование явной независимости от ℎ и φ эквивалентно требованию
равенства множителей, выносимых из гравитационной части и из скалярного
потенциала, что полностью фиксирует вид анзаца.
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Подставляя (4.38) в лагранжиан и учитывая зависимость полей от ко-
ординат, получим:

L = 𝑚
− 1

2Dβ𝑑

√︁
𝑔
[︂
R[𝑔µν] − 𝑉 (𝑚)

]︂
,

𝑉 = − 1
4α𝑑

𝑚MN𝜕M𝑚KL𝜕N𝑚
KL + 1

2𝑚
LM𝜕M𝑚

NK𝜕N𝑚KL

+ 1
2Dβ𝑑

𝜕M𝑚
MN𝑚−1𝜕N𝑚

− 1
(2𝑁β𝑑)2

(︄
𝑁β2

𝑑

α𝑑
+ β𝑑 + 1

)︄
𝑚MN

(︁
𝑚−1𝜕M𝑚

)︁ (︁
𝑚−1𝜕N𝑚

)︁
,

(4.40)

где 𝑚 = det𝑚MN — детерминант перескалированной обобщенной метрики. В
таком виде можно рассматривать самосогласованные редукции исключитель-
но теории поля в 𝐷-мерную максимальную супергравитацию с метрикой 𝑔µν.
Дополнительный анализ уравнений движения для 𝑝-форм показывает, что
сектор с нулевыми значениями этих полей полностью отцепляется от полной
теории и может рассматриваться независимо [156].

В работах [157, 129] было показано, что обобщенная редукция Шерка–
Шварца скалярного сектора исключительной теории поля в виде (4.40) вос-
производит скалярный потенциал максимальной 𝐷-мерной калиброванной
супергравитации. Продемонстрируем соответствующие вычисления на приме-
ре 𝐷 = 7 теории с группой SL(5). Вычисления для SO(5,5) и E6(6) повторяют
все особенности и воспроизводят те же результаты, что и приведенные ниже.

Запишем потенциал для SL(5) теории в терминах обобщенной метрики
в представлении 5:

−𝑉 =
1
8𝑚

𝑃𝑅𝑚𝑄𝑆𝜕𝑃𝑄𝑚
𝑀𝑁𝜕𝑅𝑆𝑚𝑀𝑁 −

1
24𝑚

𝑃𝑅𝑚𝑄𝑆(𝑚−1𝜕𝑃𝑄𝑚) (𝑚−1𝜕𝑀𝑁𝑚)

− 1
2𝑚

𝑃𝑄𝑚𝑄𝑆𝜕𝑃𝑄𝑚
𝐾𝐿𝜕𝐾𝑆𝑚𝑅𝐿 +

1
2𝜕𝑃𝑄𝑚

𝑃𝐾𝜕𝐾𝐿𝑚
𝐿𝑄 + 𝑚𝑀𝑄𝑚𝐼 𝐽𝜕𝑃𝑄𝑚𝐼 𝐽𝜕𝑀𝐾𝑚

𝐾𝑃

+ 2
3𝑚

𝑃𝑅𝑚𝑄𝑆(𝑚−1𝜕𝑃𝑄𝑚) (𝑚−1𝜕𝑀𝑁𝑚).
(4.41)

Поскольку обобщенная редукция Шерка–Шварца не предполагает наложения
условия проекции на поля, мы можем добавить дополнительно член вида

𝑉0 = 2ε𝑀𝐾𝐿𝑃𝑄ε𝑀𝑅𝑆𝑈𝑉𝑚
𝐴𝐶𝑚𝐵𝐷𝜕𝐾𝐿𝐸

𝑅𝑆
𝐴𝐵𝜕𝑃𝑄𝐸

𝑈𝑉
𝐵𝐷 , (4.42)

где 𝐸𝑅𝑆𝐴𝐵 обозначает обобщенный репер в представлении 10. При выполнении
условия проекции этот член в действии тождественно равен нулю, но, как
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показано ниже, он оказывается существенен для воспроизведения полного
скалярного потенциала максимальной супергравитации.

Используя твистовый анзац (4.12) и связь (4.13) между твистовыми мат-
рицами в представлениях 10 и 5 получим для скалярного потенциала:

− 𝑉 = −32𝑉𝑔𝑎𝑢𝑔𝑒𝑑 + Λ𝑀
𝑁𝐾𝐿Λ

𝑁
𝑀𝑃𝑄

(︂
𝑚𝐾𝑃𝑚𝐿𝑄 − 𝑚𝐾𝐿𝑚𝑃𝑄

)︂
, (4.43)

где введены обозначения

Λ𝑀
𝑁𝐾𝐿 = 𝑉

𝑀
𝑚 𝜕𝑁𝐾𝑉

𝑚

𝐿
, Λ𝑀

𝑁𝐾𝑀 = χ𝑁𝐾 , Λ𝑀
𝑀𝑁𝐾 = ψ𝑁𝐾 . (4.44)

Первое слагаемое 𝑉𝑔𝑎𝑢𝑔𝑒𝑑 здесь это скалярный потенциал максимальной 𝐷 = 7
калиброванной супергравитации без тромбона, полученный в [90]:

𝑉𝑔𝑎𝑢𝑔𝑒𝑑 =
1

64
(︂
2𝑚𝑀𝑁𝑌𝑁𝐾𝑚

𝐾𝐿𝑌𝐿𝑀 − (𝑚
𝑀𝑁𝑌𝑀𝑁)

2
)︂

+ 𝑍𝑀𝑁,𝐾𝑍𝐿𝑃,𝑄
(︂
𝑚𝑀𝐿𝑚𝑁𝑃𝑚𝐾𝑄 − 𝑚𝑀𝐿𝑚𝑁𝐾𝑚𝑃𝑄

)︂
.

(4.45)

Таким образом, размерная редукция скалярного сектора исключительной
теории поля воспроизводит скалярный потенциал калиброванной суперграви-
тации с точностью до некоторого множителя, который связан с нормировкой
компонент тензора погружения и не играет роли. Оставшиеся слагаемые за-
писываются в виде полной производной:

Λ𝑀
𝑁𝐾𝐿Λ

𝑁
𝑀𝑃𝑄

(︂
𝑚𝐾𝑃𝑚𝐿𝑄 − 𝑚𝐾𝐿𝑚𝑃𝑄

)︂
= 2𝜕𝑘𝑙

(︂
𝑚𝑝𝑘𝑚𝑞�̄�𝑉

[𝑞
𝑞 𝜕𝑝𝑞𝑉

𝑙]
�̄�

)︂
, (4.46)

и могут быть отброшены под знаком интеграла.
Следует отметить, что полученный результат верен только в присутствии

дополнительного слагаемого 𝑉0, пропорционального условию проекции, но
вообще говоря не равного нулю при ре,Это свойство не является присущим
лишь редукциям SL(5) теории, но является общим свойством всех исключи-
тельных теорий поля. Можно считать, что слагаемое 𝑉0 всегда присутствует
в лагранжиане, но оказывается тождественно равным нулю при выполнении
условия проекции.

Заметим, что требование равенства нулю тромбона необходимо только
при размерной редукции, то есть, если считать 𝑋MNK постоянными величи-
нами. Альтернативно, можно рассматривать выражение (4.12) не как анзац
схемы редукции, а как переопределение теории в терминах других полевых
переменных. В таком случае 𝑋MNK является функцией всех координат и на-
зывается обобщенным флаксом, а полное действие исключительной теории
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поля может быть полностью переписано в терминах обобщенного флакса. При
этом тромбон уже не обязан быть равен нулю, поскольку соотношение (4.37)
не выполняется.

4.3 Самосогласованные редукции D=6 супергравитации

Рассмотрим размерные редукции 𝐷 = 6 супергравитации на трехмерные
многообразия, которые могут быть описаны редукциями Шерка–Шварца ис-
ключительных теорий поля с трехмерным внешним пространстве, как описано
выше. Особенностью трех измерений является электромагнитная дуальность
между векторными и скалярными полями. Дополнительные степени сво-
боды в скалярном мультиплете расширяют глобальную группу симметрий
супергравитации, редуцированной до трех измерений [158, 159]. Например,
полумаксимальная супергравитация, взаимодействующая с 𝑛 векторными
мультиплетами (для 𝑛 = 16 — гетеротическая супергавитация) оказывается
симметричной относительно глобальной группы O(𝑑,𝑑 + 𝑛). Теория, инвари-
антная относительно локальной группы O(𝑑,𝑑 + 𝑛) была построена в работах
[105, 160, 161]. Как было показано в [162], таким же образом симметрия ге-
теротической супергравитации расширяется до O(8,24). Для бозонной струны
на 23-мерном торе группа дуальности расширяется до O(24,24). Обобщая эти
наблюдения, можно утверждать, что теория струн, компактифицированная на
𝑑-мерный тор из 𝑑 + 3 измерений является симметричной относительно гло-
бальной группы дуальности O(𝑑 + 1,𝑑 + 1).

Целью настоящей главы является построение теории поля с группой
симметрии O(𝑑,𝑑) с трехмерным внешним пространством. Такая теория яв-
ляется расширением двойной теории поля в том смысле, что лагранжиан
дополняется дуальностьюмежду скалярными полями и векторныммультипле-
том. При этом расширенное пространство не принадлежит фундаментальному
представлению глобальной группы дуальности. Будем считать группу симмет-
рий теории более общей группой O(𝑝,𝑞). Построение инвариантной теории
полностью повторяет шаги, описанные выше. Чтобы исключить повторения,
опишем основные особенности конструкции в трех измерениях. Детально по-
строение описано в работе автора [143].
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4.3.1 Расширенная двойная теория поля

Отличие от формулировки двойной теории поля проявляется уже на
этапе построения расширенного пространства, которое параметризуется ко-
ординатами 𝑌M = 𝑌 [𝑀𝑁] в присоединенном представлении глобальной группы
O(𝑝,𝑞). Здесь индексы 𝑀,𝑁, . . . = 1, . . . , 𝑝 + 𝑞 нумеруют компоненты век-
торного представления. В отличие от двойной теории поля и в соответствии
с общей конструкцией исключительных теорий, O(𝑝,𝑞) расширенная теория
допускает неэквивалентные решения условия проекции. Полезным следстви-
ем такой неэквивалентности является возможность вложения как киральных,
так и некиральных теорий в 𝐷 = 6.

Ключевым следствием электромагнитной дуальности между векторами
и скалярами в размерности три является необходимость включения степе-
ней свободы т.н. дуального гравитона в формулировку исключительной теории
поля. Действительно, векторный мультиплет в низкоразмерной теории вклю-
чает в том числе компоненты метрики родительской теории. Таким образом,
им дуальные должны быть частью дуального гравитона, описание которого
в рамках стандартных теорий поля затруднительно вследствие сильных за-
прещающих теорем [163]. В исключительной геометрии этот факт находит
свое отражение в том, что обобщенная производная Ли не образует само-
согласованную алгебру обобщенных калибровочных симметрий для групп,
соответствующих трем внешним направлениям, таким как O(8,8) [164]. В
исключительной теории поля такая несамосогласованность требует введения
дополнительной калибровочной симметрии и дополнительного калибровоч-
ного потенциала с дополнительными условиями проекции.

Говоря более конкретно, необходимо дополнительно к обобщенным диф-
феоморфизмам, параметризуемым ΛM , ввести калибровочные симметрии с
параметрами ΣM . Дополнительные расширенные условия проекции вводят-
ся из соображений, чтобы параметры калибровочной симметрии входили в
них, как производные, например ΣM𝜕M = 0. Важно отметить при этом,
что такие дополнительные калибровочные параметры не могут быть сведе-
ны к производной от другого калибровочного параметра, а соответствующее
калибровочное поле не может быть переопределено в терминах других калиб-
ровочных полей и/или их производных.
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4.3.2 Условие проекции и его решения

Условие проекции расширенной двойной теории поля записывается в ви-
де следующей системы уравнений на производные от полей и их комбинаций

𝜕[𝑀𝑁 ⊗ 𝜕𝐾𝐿] = 0 = η𝑁𝐾 𝜕𝑀𝑁 ⊗ 𝜕𝐾𝐿 . (4.47)

Видно, что вид условия существенно отличается от такового в обычной двой-
ной теории поля, что имеет следствия для классификации решений. Покажем,
что существует два неэквивалентных решения, соответствующие вложению
киральной и некиральной 𝐷 = 6 теорий.

Первый случай соответствует теории с группой симметрии O(𝑑 +1,𝑑 +1+
𝑛). Рассмотрим следующее вложение ее подгруппы GL(𝑑)

O(𝑑 + 1,𝑑 + 1 + 𝑛) ⊃ O(𝑑,𝑑) ⊃ GL(𝑑) . (4.48)

Фундаментальное векторное представление при этом раскладывается на пред-
ставления подгруппы следующим образом:{︁

𝑉𝑀
}︁
−→

{︁
𝑉 𝑖, 𝑉0, 𝑉𝑖, 𝑉0, 𝑉

𝑝
}︁
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑑 , 𝑝 = 1, . . . , 𝑛 . (4.49)

Инвариантный тензор η𝑀𝑁 (форма Картана-Киллинга) представляется в виде
комбинаций инвариантных тензоров группы GL(𝑑)

η𝑀𝑁 =

©«

0𝑑×𝑑 0 δ𝑖
𝑗 0 0𝑑×𝑛

0 0 0 1 0
δ𝑖 𝑗 0 0𝑑×𝑑 0 0𝑑×𝑛
0 1 0 0 0

0𝑛×𝑑 0 0𝑛×𝑑 0 𝕀𝑛×𝑛

ª®®®®®®®¬
. (4.50)

Раскладывая условия проекции (4.47) таким же образом, получим, что поля,
зависящие только от 𝑑 координат 𝑦 𝑖 = 𝑌 𝑖0, т.е.{︁

𝑦 𝑖 ≡ 𝑌 𝑖0
}︁
, Φ(𝑥µ, 𝑌𝑀𝑁) = Φ(𝑥µ, 𝑦 𝑖) , (4.51)

тождественно ему удовлетворяют. Действительно, нарушим группу O(𝑑+1,𝑑+
1 + 𝑛) до O(𝑑,𝑑) и выделим зависимость от {𝑌 𝐼} ≡ {𝑌 𝑖0, 𝑌𝑖0}. Таким образом
уравнения (4.47) упрощаются до условия η𝐼 𝐽 𝜕𝐼 ⊗ 𝜕𝐽 = 0, повторяющего та-
ковое для двойной теории поля. В таком виде очевидно, что выбор (4.51)
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решает данное условие. Расширенная двойная теория поля на таком решении
воспроизводит уравнения для бозонной струны в размерности 𝑑 + 3, взаимо-
действующей с 𝑛 абелевыми векторными полями [143].

Другой класс решений условия проекции (4.47) удобно рассматривать
для группы O(3+𝑛L,3+𝑛R). Разложим мультиплеты по действию ее подгруппы
GL(3), вложенной следующим образом:

O(3 + 𝑛L,3 + 𝑛R) ⊃ O(3,3) ⊃ GL(3) . (4.52)

Для векторного представления имеем{︁
𝑉𝑀

}︁
−→

{︁
𝑉 𝑖, 𝑉𝑖, 𝑉

𝑝, 𝑉𝑞
}︁
,

𝑖 = 1, . . . , 3 , 𝑝 = 1, . . . , 𝑛L , 𝑞 = 1, . . . , 𝑛R .
(4.53)

Инвариантный тензор может быть записан в следующем виде:

η𝑀𝑁 =

©«
0𝑑×𝑑 δ𝑖

𝑗 0𝑑×𝑛L 0𝑑×𝑛R

δ𝑖 𝑗 0𝑑×𝑑 0𝑑×𝑛L 0𝑑×𝑛R

0𝑛×𝑑 0𝑛×𝑑 𝕀𝑛L×𝑛L 0𝑛L×𝑛R

0𝑛×𝑑 0𝑛×𝑑 0𝑛R×𝑛L −𝕀𝑛R×𝑛R

ª®®®®¬
. (4.54)

Тогда, условия проекции (4.47) тождественно удовлетворяются при ограниче-
нии зависимости полей до зависимости только от 𝑦𝑖 = ε𝑖 𝑗𝑘𝑌 𝑗𝑘, т.е.{︁

𝑦𝑖 ≡ ε𝑖 𝑗𝑘𝑌 𝑗𝑘
}︁
, Φ(𝑥µ, 𝑌𝑀𝑁) = Φ(𝑥µ, 𝑦𝑖) . (4.55)

В этом случае теория воспроизводит уравнения движения 𝐷 = 6 супергра-
витации, взаимодействующей с 𝑛L самодуальными и 𝑛R антисамодуальными
2-формами и 𝑛L · 𝑛R скалярными полями. Частный случай 𝑛L = 𝑛R = 0 со-
ответствует обычной эйнштейновской гравитации в размерности 𝐷 = 6 с
группой симметрий Элера SO(3,3) ∼ SL(4). Такая симметрия появляется при
размерной редукции в три измерения. Структура алгебры калибровочных пре-
образований и условия проекции для этого случая были изучены в работах
[164, 165]. Интересно, что результирующая теория не может быть частью
теории с размерностью выше шести, что и следует ожидать для киральных
теорий, взаимодействующих с (анти-)самодуальными тензорными полями.

Сравнивая два решения (4.51) и (4.55) условия проекции, видно, что
при 𝑑 ⩽ 2 координаты, от которых зависят поля в (4.51) могут рассматри-
ваться как подмножество таковых для решения (4.55). В таком случае теории
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в размерности 𝐷 ⩽ 5, получаемые из расширенной двойной теории поля
решением (4.51) оказываются размерными редукциями 𝐷 = 6 теорий, соот-
ветствующих решению (4.55). Таким образом, два рассмотреных решения не
являются независимыми. Напротив, для 𝑑 > 3 решения оказываются незави-
симыми, поскольку множество координат (4.55) не может быть дополнено без
нарушения условия проекции (4.47), и соответственно не может быть экви-
валентно координатам из множества (4.51)). Соответствующие теории тоже
неэквивалентны. Особым случаем оказывается теория с 𝑑 = 3, 𝑛 = 0 (т.е.
𝑛L = 𝑛R = 1) с группой симметрий O(4,4). При этом два выбора коорди-
нат (4.51) и (4.55) связаны друг с другом внешним автоморфизмом группы
SO(4,4), и соответствующие должны быть эквивалентны. Действительно, 𝐷 =

6 теория, следующая из (4.55) и описывающая гравитацию, взаимодейству-
ющую с одним самодуальным тензором, одним антисамодуальным тензором
и скалярным полем, эквивалентна бозонной струне, соответствующей реше-
нию (4.51).

Обсудим также два класса теорий с группами симметрии O(4,𝑛) и O(8,𝑛).
Добавлением фермионного сектора такие теории могут быть дополнены до по-
лумаксимальной и четвертьмаксимальной теории поля соответственно. Как
следует из обсуждения выше, теория с группой O(4,4) имеет единственное
решение условия проекции, которое описывает вложение 𝐷 = 6,N = (1,0) су-
пергравитации, взаимодействующей с одним тензорным мультиплетом. Таким
образом, полный полевой состав теории и взаимодействия оказываются неки-
ральными. Напротив, теории, построенные по группе O(4,4 + 𝑛) для 𝑛 > 0,
допускают два неэквивалентных решения, (4.51) и (4.55), соответствующие
𝐷 = 6 супергравитации, взаимодействующей с N = (1,0) векторными мульти-
плетами и киральными тензорными мультиплетами. Решение (4.51) условия
проекции для класса теорий с группой O(8,𝑛) описывает вложение 𝐷 = (2+𝑛)
полумаксимальной супергравитации для 𝑛 ⩽ 8, и вложение 𝐷 = 10, N = 1 су-
пергравитации с 𝑛𝑉 = 𝑛 − 8 векторными мультиплетами для 𝑛 ⩾ 8. Второе
решение (4.55) описывает вложение 𝐷 = 6, N = (2,0) киральной супер-
гравитации, взаимодействующей с 𝑛𝑇 = 𝑛 − 3 тензорными мультиплетами .
Описанные варианты вложения теории в расширенную двойную теорию поля
сведены в Таблицу 13.
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Таблица 13 — Гравитационные теории, вкладываемые в расширенную
двойную теорию поля при разных решениях условия проекции. Здесь 𝑛𝑠 —
число скалярных мультиплетов, 𝑛V — число абелевых векторных
мультиплетов, 𝑛± — число (анти-)самодуальных тензорных полей.

Решение условия проекции Теория
O(𝑑 + 1, 𝑑 + 1 + 𝑛) ←↪ O(𝑑,𝑑) ←↪ GL(𝑑) бозонная струна в 𝐷 = 𝑑 + 3,

𝑌𝑀𝑁 −→ (𝑌 𝑖0, 𝑌𝑖0) −→ 𝑦 𝑖 = 𝑌 𝑖0 условие (4.51) и 𝑛V = 𝑛

O(3 + 𝑛𝐿, 3 + 𝑛𝑅) ←↪ O(3,3) ←↪ GL(3) гравитация в 𝐷 = 6 ,
𝑌𝑀𝑁 −→ (𝑌 𝑖0, 𝑌𝑖0) −→ 𝑦 𝑖 = 𝑌 𝑖0 условие (4.55) и 𝑛± = 𝑛R,𝐿
O(4, 4 + 𝑛) ←↪ O(3,3) ←↪ GL(3) бозонная струна в 𝐷 = 6,

при (4.51) 𝑛V = 𝑛;
при (4.55) 𝑛−=𝑛.

с фермионным сектором: 1
4 SUSY

O(8, 𝑛 + 1) ←↪ O(7,7) ←↪ GL(7) при (4.51) и 𝑛 ⩾ 7:
бозонная струна в 𝐷 = 10

с 𝑛V = 𝑛 − 7.
с фермионным сектором: 1

2 SUSY
O(8, 𝑛 + 1) ←↪ O(𝑛,𝑛) ←↪ GL(𝑛) при (4.51) и 𝑛 ⩽ 7:

𝐷 = 𝑛 + 3 супергравитация.
с фермионным сектором: 1

2 SUSY
O(8, 𝑛 + 1) ←↪ O(3,3) ←↪ GL(3) для условия (4.55): 𝐷 = 6,

N = (2,0) супергравитация,
𝑛𝑇 = 𝑛 − 2

4.3.3 Общий твистовый анзац

Рассмотрим обобщенную редукцию Шерка–Шварца исключительной
теории поля и, в частности, расширенной двойной теории на𝕊3. В предыдущей
главе подробно была рассмотрена редукция скалярного сектора исключитель-
ных теорий. Для полной формулировки анзац (4.1) необходимо дополнить
анзацем для 𝑝-форм и внешней метрики. Непосредственный интерес в насто-
ящей главе представляет O(𝑝,𝑞) теория, поэтому запишем ШШ анзац сразу
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в соответствующих обозначениях

𝑔µν(𝑥,𝕏) = ρ(𝕏)−2 gµν(𝑥) ,
M𝑀𝑁 (𝑥,𝕏) = 𝑈𝑀𝑀 (𝕏) 𝑈𝑁𝑁 (𝕏) M𝑀𝑁 (𝑥) ,
Aµ𝑀𝑁 (𝑥,𝕏) = ρ(𝕏)−1𝑈𝑀

𝑀 (𝕏) 𝑈
𝑁
𝑁 (𝕏) 𝐴µ

𝑀𝑁 (𝑥) ,

Bµ 𝐾𝐿(𝑥,𝕏) = −
1
4 ρ(𝕏)

−1𝑈𝑀
𝑁 (𝕏) 𝜕𝐾𝐿𝑈𝑀𝑀 (𝕏) 𝐴µ

𝑀𝑁 (𝑥) .

(4.56)

Здесь греческие индексы µ,ν = 0,1,2 нумеруют направления внешнего
пространства, большие латинские индексы 𝑀,𝑁 = 1, . . . ,𝑝 + 𝑞 нумеруют на-
правления расширенного пространства. Координаты 𝕏[𝑀𝑁] преобразуются в
присоединенном представлении глобальной группы O(𝑝,𝑞). Твистовые мат-
рицы при этом определены в фундаментальном векторном представлении.
Индексы поднимаются и опускаются инвариантным тензором η𝑀𝑁 , например,
𝑈𝑀

𝑀𝑈𝑀𝑁 = η𝑀𝑁 .
Калибровочное поле Bµ 𝐾𝐿 соответствует дополнительной калибровоч-

ной симметрии, необходимой для самосогласованности алгебры обобщенных
диффеоморфизмов, и удовлетворяет собственным условиям проекции

Bµ [𝑀𝑁 ⊗ 𝜕𝐾𝐿] = 0 = η𝑁𝐾 Bµ𝑀𝑁 ⊗ 𝜕𝐾𝐿,
Bµ [𝑀𝑁 ⊗ Bν 𝐾𝐿] = 0 = η𝑁𝐾 Bµ𝑀𝑁 ⊗ Bν 𝐾𝐿.

(4.57)

Видно, что анзац (4.56) согласован с условиями (4.57). Параметры калибро-
вочных преобразований Λ𝑀𝑁 , Σ𝑀𝑁 потенциалов Aµ𝑀𝑁 , Bµ𝑀𝑁 удовлетворяют
анзацу такого же вида

Λ𝑀𝑁 (𝑥,𝕏) = ρ(𝕏)−1𝑈𝑀
𝑀 (𝕏)𝑈

𝑁
𝑁 (𝕏)Λ

𝑀𝑁 (𝑥) ,

Σ𝐾𝐿(𝑥,𝕏) = −
1
4 ρ(𝕏)

−1𝑈𝑀𝑁 (𝕏) 𝜕𝐾𝐿𝑈
𝑀
𝑀 (𝕏) Λ

𝑀𝑁 (𝑥) .
(4.58)

Для обобщенной производной Ли получим

L(Λ,Σ) 𝑔µν = 2 ρ−2
(︂
Λ𝐾𝐿 θ𝐾𝐿 gµν

)︂
,

L(Λ,Σ)M𝑀𝑁 = −2𝑈𝑀𝑀𝑈𝑁
𝑁

(︂
Λ𝐾𝐿 𝑋𝐾𝐿,(𝑀

𝑄M𝑁)𝑄

)︂
,

(4.59)

где внешняя метрика ожидаемо преобразуется пропорционально тромбону.
Тензор погружения 𝑋𝐾𝐿,𝑀

𝑁 содержит информацию о калибровочных взаимо-
действиях результирующей трехмерной теории и имеет следующий вид:

𝑋𝐾𝐿,𝑃𝑄 = θ𝐾𝐿𝑃𝑄 +
1
2

(︂
η𝑃 [𝐾θ𝐿]𝑄 − η𝑄[𝐾θ𝐿]𝑃

)︂
+ θ η𝑃 [𝐾η𝐿]𝑄 . (4.60)
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В терминах твистовых матриц неприводимые компоненты тензора погруже-
ния выражаются следующим образом:

θ𝐾𝐿𝑃𝑄 = 6 ρ−1 𝜕𝐿𝑃𝑈𝑁 [𝐾𝑈
𝑁
𝐿𝑈

𝐿
𝑃𝑈

𝑃
𝑄] ,

θ𝑃𝑄 = 4 ρ−1𝑈𝐾
𝑃 𝜕𝐾𝐿𝑈

𝐿
𝑄 −

4 ρ−1

𝑝 + 𝑞 η𝑃𝑄𝑈
𝐾𝐿𝜕𝐾𝐿𝑈

𝐿
𝐿 − 4ρ−2 𝜕𝑃𝑄ρ ,

θ =
4 ρ−1

𝑝 + 𝑞 𝑈
𝐾𝐿𝜕𝐾𝐿𝑈

𝐿
𝐿 .

(4.61)

Редукция Шерка–Шварца, вообще говоря, не требует от твистовых матриц
удовлетворения условию проекции. Однако, для построения самосогласован-
ных редукций, необходимо дополнительно наложить это условие на твистовые
матрицы. В терминах неприводимых компонент условие сводится к

θ[𝑀1...𝑀4
θ𝑀5...𝑀8] = 0. (4.62)

В качестве общего анзаца для редукций, которые будут рассмотрены
ниже, выберем твистовые матрицы 𝑈𝑀

𝑁 (𝑌 ), принадлежащие максимальной
GL(𝑑 + 1) подгруппе O(𝑑 + 1,𝑑 + 1). В явном виде

𝑈𝑀
𝑀 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
φ𝑉𝐴

𝐴 0
0 φ−1 (𝑉−1)𝐴𝐴

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ . (4.63)

Здесь SL(𝑑 + 1) матрица 𝑉𝐴𝐴 и скалярная функция φ определены следующим
образом: [132]

ρ = φ−(𝑑+1)/2 = (1 − 𝑢)1/2,

φ𝑉𝐴
𝐴 =

(︄
(1 − 𝑢)−1 (1 + 𝑢 𝑘(𝑢)) −𝑦 𝑗 (1 − 𝑢)−1/2 𝑘(𝑢)
−𝑦 𝑖 (1 − 𝑢)−1/2 δ𝑖

𝑗

)︄
,

(4.64)

и мы обозначили 𝑢 ≡ 𝑦 𝑖𝑦 𝑖. Скалярная функция 𝑘(𝑢) является решением диф-
ференциального уравнения

2 𝑢 (1 − 𝑢) 𝑘′(𝑢) = ((𝑑 − 1) 𝑢 − 𝑑) 𝑘(𝑢) − 1 . (4.65)

Относительно подгруппы GL(𝑑 + 1) координаты расширенного пространства
раскладываются на неприводимые представления{︁

𝑌𝑀𝑁
}︁
−→

{︁
𝑌 𝐴𝐵, 𝑌𝐴𝐵, 𝑌𝐴

𝐵
}︁
, (4.66)
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где индексы 𝐴,𝐵 = 1, . . . ,𝑑 + 1 нумеруют векторы фундаментального пред-
ставления SL(𝑑 + 1). При этом условие проекции (4.51) требует, чтобы поля
зависели только от

{︁
𝑌 𝐴𝐵

}︁
и не зависели от

{︁
𝑌𝐴𝐵,𝑌𝐴

𝐵
}︁
. Такой анзац для тви-

стовых матриц согласован с условием постоянства неприводимых компонент
(4.61) и повторяет анзац, полученный в работе [132] для редукции на сфе-
ру и гиперболоид.

Для твистовой матрицы вида (4.63) неприводимые компоненты θ[𝐴𝐵] =
0, θ𝐴𝐵𝐶𝐷η𝐶𝐷 = 0 и θ(𝐴𝐵) ∝ δ𝐴𝐵. Вычисляя преобразования (4.59) со структур-
ными константами (4.60), получим, что такой анзац соответствует калибро-
вочной группе

G𝑔𝑎𝑢𝑔𝑒 = SO(𝑑 + 1) ⋉ 𝕋 𝑑(𝑑+1)/2 . (4.67)

Нильпотентные генераторы преобразуются в присоединеном представлении
группы SO(𝑑 + 1). Здесь важно отметить, что калибровочный сектор ре-
зультирующей трехмерной теории полученной вычислением действия для
расширенной двойной теории поля на анзаце ШШ задается действием типа
Черна–Саймонса вместо стандартного действия Янга–Миллса для векторных
полей. Однако, в работе [166] было показано, что такая теория с калиб-
ровочной группой (4.67) и с конкретной структурой тензора погружения,
заданной (4.60), может быть переформулирована в виде SO(𝑑 + 1) теории
Янга–Миллса. При этом пространство модулей скалярных полей вкладывает-
ся согласно SO(𝑑 + 1,𝑑 + 1)/(SO(𝑑 + 1) × SO(𝑑 + 1)) → GL(𝑑 + 1)/SO(𝑑 + 1) .
Обобщенная редукцияШерка–Шварца в таком случае описывает самосогласо-
ванную редукцию (𝑑 + 3)-мерной бозонной струны на сферу 𝕊𝑑, которая была
построена в явном виде в работе [167]. Частным случаем является редукция
бозонного сектора 10-мерной супергравитации 𝕊7 до 𝐷 = 3 N = 8 полумак-
симальной теории.

4.3.4 Редукция на 𝕊3

Пусть 𝑑 = 3, тогда GL(4) твистовая матрица (4.63), (4.64) описывает
общую редукцию на сферу 𝕊3 минимальной 𝐷 = 6, N = (1,0) суперграви-
тации, взаимодействующей с тензорным мультиплетом [167]. Таким образом,
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полевой состав 𝐷 = 6 теории включает метрику, некиральное поле 2-формы и
скалярное поле. Редукция такой теории на тор 𝕋 3 дает 𝐷 = 3 теорию со скаляр-
ными полями, параметризующими фактор-группу SO(4,4)/(SO(4) × SO(4). В
формализме тензора погружения деформация некалиброванной суперграви-
тации до супергравитации, редуцированной на сферу, индуцирует следующие
компоненты

θ𝐴𝐵 = 4 δ𝐴𝐵 =⇒ Θ𝐴𝐵,𝐶𝐷 = 2 δ𝐶 [𝐴δ𝐵]𝐷 . (4.68)

Потенциал теории имеет убегающие направления и, следовательно, не име-
ет минимума [167].

Интересно отметить, что рассматриваемое решение допускает пред-
ставление с альтернативным выбором координат, а именно (4.55). В новых
координатах анзац для твистовой матрицы принимает вид

𝑈𝑀
𝑀 (𝑦) = ©«

φ (𝑉−1)𝐴𝐴 0
0 φ−1 𝑉𝐴𝐴

ª®¬ , (4.69)

где 𝑉 задается тем же выражением (4.64). Ненулевые компоненты тензора
погружения равны

θ𝐴𝐵𝐶
𝐷 = ε𝐴𝐵𝐶𝐸 δ

𝐸𝐷 . (4.70)

Полученный результат является O(𝑝,𝑞) аналогом конструкции, использован-
ной в [168] для получения соотношения между самосогласованными редук-
циями IIA и IIB теорий в рамках исключительной теории поля. Тензоры
погружения (4.68) и (4.70) связаны преобразованием триальности группы
O(4), отображающей представления 35𝑣 ↔ 35𝑐. Таким образом, тензоры по-
гружения эквивалентны и описывают одну и ту же редукцию.

4.3.5 𝐷 = 6, N = (1,0) теория на AdS3 × 𝕊3

Общая редукция на сферу 𝕊3 в три измерения, построенная в [167],
может быть модифицирована интегрированием по 2-формам в результиру-
ющей трехмерной теории, что дает дополнительные вклады в скалярный
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потенциал. Модифицированный потенциал допускает стабильное суперсим-
метричное решение AdS3, поднимающееся до суперсимметричного решения
AdS3 × 𝕊3 минимальной 𝐷 = 6 супергравитации [169]. В терминах редукции
Шерка–Шварца рассматриваемой расширенной теории поля такое решение
соответствует твистовой матрице вида

U(𝑦) = 𝑈 (𝑦) �̊�α(𝑦) , (4.71)
где GL(4) матрица𝑈 (𝑦) имеет тот же вид, что и в (4.63), (4.64), а дополнитель-
ная матрица �̊� (𝑦) получена экспоненцированием отдельных нильпотентных
генераторов группы SO(4,4) следующим образом:

�̊�α = exp
(︂
α (1 + 𝑘(𝑢)) (1 − 𝑢)−1/2𝑁0

)︂
,

𝑁0 ≡
(︄
04×4 𝑛0
04×4 04×4

)︄
, 𝑛0 ≡

©«
0 𝑦3 −𝑦2 0
−𝑦3 0 𝑦1 0
𝑦2 −𝑦1 0 0
0 0 0 0

ª®®®®¬
.

(4.72)

Функция 𝑘(𝑢) дается тем же выражением (4.65), что и ранее, α— некоторая
константа. Результирующий тензор погружения дополнительно к (4.68) имеет
следующие ненулевые компоненты

θ𝐴𝐵𝐶𝐷 = −2α ε𝐴𝐵𝐶𝐷 . (4.73)
Трехмерная теория имеет ту же калибровочную группу SO(4) ⋉𝑇6, но скаляр-
ный потенциал оказывается модифицированным и при α = 1 имеет минимум,
соответствующий суперсимметричному решению AdS3 найденному в [169].
Таким образом, твистовая матрица (4.71) описывает самосогласованную ре-
дукцию 𝐷 = 6, N = (1,0) супергравитацию на AdS3 × 𝕊3.

Как и в предыдущей главе, твистовая матрица (4.71) может быть пред-
ставлена в терминах дуальных координат (4.55). Неприводимые компоненты
тензора погружения при этом связаны преобразованием триальности.

4.3.6 N = (1,1) и N = (2,0) теория на AdS3 × 𝕊3

Вложением группы SO(4,4) в SO(4 + 𝑚,4 + 𝑛) та же твистовая матри-
цаU может быть использована для построения самосогласованной редукции
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𝐷 = 6 супергравитации, взаимодействующей с тензорными или векторным
мультиплетами. Рассмотрим для примера SO(8,4) теорию с решением условия
проекции, заданным (4.51). Тогда твистовая матрица (4.71) будет соответ-
ствовать самосогласованной редукции полумаксимальной 𝐷 = 6, N = (1,1)
некиральной супергравитации на AdS3 × 𝕊3 . Компоненты тензор погружения
заданы выражениями

θ𝐴𝐵 = 4 δ𝐴𝐵 , θ𝐴𝐵𝐶𝐷 = −2α ε𝐴𝐵𝐶𝐷 (4.74)

для индексов 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 ∈ {1,2,3,4}, и равны нулю в противном случае.
Альтернативный выбор решения условия проекции (4.55) для той же

SO(8,4) теории с твистовой матрицей (4.69), (4.72) описывает самосогла-
сованную редукцию полумаксимальной 𝐷 = 6, N = (2,0) киральной
супергравитации, взаимодействующей с тензорным мультиплетом на AdS3 ×
𝕊3 . Тензор погружения теории задается выражениями

θ𝐴𝐵𝐶
𝐷 = ε𝐴𝐵𝐶𝐸 δ

𝐸𝐷 , θ𝐴𝐵𝐶𝐷 = −2α ε𝐴𝐵𝐶𝐷 , (4.75)

для индексов 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 ∈ {1,2,3,4}, и равен нулю в противном случае. Такой
же результат был получен в работе [170] для тензора погружения, соот-
ветствующего N = (2,0) компактификации. Описанная здесь конструкция
задает полный нелинейный анзац для вложения полей трехмерной теории в
шесть измерений. Важно, что неприводимые компоненты тензора погруже-
ния, заданные (4.74) и (4.75) более не эквивалентны, поскольку не существует
преобразования триальности между ними.
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Глава 5. Ковариантное описание бран

5.1 Экзотические браны и потенциалы смешанной симметрии

В Главе 2 обсуждались преобразования БПС состояний максимальной
супергравитации в низких размерностях под действием симметрий Креммера–
Джулиа. Поскольку БПС состояния соответствуют суперсимметричным бра-
нам М-теории или теории струн, они также преобразуются под действием
этих симметрий. То же верно для потенциалов, с которыми браны взаимо-
действуют. При размерной редукции пространственные направления браны
могут оставаться полностью во внешнем пространстве или быть намотанны-
ми на компактные циклы внутреннего пространства (для простоты, 𝑑-мерного
тора). Низкоэнергетическое описание второго случая соответствует схеме
размерной редукции супергравитации в присутствии потоков 𝑝-форм или
негеометрических флаксов, в зависимости от типа браны. С другой сторо-
ны, полное описание возможных деформаций максимальной супергравитации
на 𝑑-мерном торе за счет включения геометрических или негеометрических
флаксов известно в в виде формализма тензора погружения, рассмотренного
в Главе 2. Тензорная иерархия калиброванной супергравитации позволяет по-
лучить информацию о возможных стандартных и экзотических бранах теории.
Рассмотрим для примера NS5-брану теории типа IIB, которая магнитно взаи-
модействует с 3-формой тензора напряженности 𝐻𝑚𝑛𝑘. Уравнения движения
для потенциала 𝐵2 могут быть записаны в виде тождеств Бьянки:

𝑑
(︂
𝑒−2φ ∗ 𝐻3 + 𝐶0 ∧ ∗𝐺3 +

1
2𝐶2 ∧ 𝐺5 +

1
2𝐶2 ∧ 𝑑𝐶4

)︂
= 0,

𝐺𝑝+1 = 𝑑𝐶𝑝 + 𝐻3 ∧ 𝐶𝑝−2.
(5.1)

Определяя тензор напряженности 𝐻7 = 𝑒−2φ ∗ 𝐻3 можем определить локально
решение уравнений в терминах магнитного потенциала 𝐷6

𝐻7 = 𝑑𝐷6 − 𝐶0 ∧ ∗𝐺3 −
1
2𝐶2 ∧ 𝐺5 −

1
2𝐶2 ∧ 𝑑𝐶4. (5.2)

При этом, тождество Бьянки для тензора напряженности 𝐻3 может быть за-
писано в виде уравнения для 𝐻7:

𝑑𝐻3 = 𝑑(𝑒−2φ ∗ 𝐻7) = 0. (5.3)
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В присутствии магнитного источника, например, NS5B-браны, правая часть
уравнения для 𝐻7 пропорциональна току 𝑗6, что модифицирует тождества
Бьянки для 𝐻3. Таким образом, наблюдаем стандартную картину, когда ток
магнитных источников модифицирует тождества Бьянки для электрических
полей. В дальнейшем удобнее будет работать именно с тождествами Бьянки
для электрических потенциалов, а не уравнениями движениями магнитных
потенциалов, поскольку последние не всегда могут быть сформулированы в
полной нелинейной теории. Например, потенциал для дуального гравитона,
связанного с тождествами Бьянки для коэффициентов неголономичности, мо-
жет быть получен только в линейном приближении.

В ковариантном подходе двойной теории поля с группой O(𝑑,𝑑) 2-форма
𝐵µν является частью полного набора полей, включающего обобщенную мет-
рику HMN , дилатон 𝑑, внешнюю метрику 𝑔µν и векторный мультиплет 𝐴µM .
Заметим, что обобщенная метрика и векторный мультиплет тоже включают
степени свободы, наследуемые из поля Калба–Рамона при разбиении 10 =

𝐷 + 𝑑. Тогда дополнительно к тензору напряженности 𝐻µνρ имеем набор обоб-
щенных флаксов FMNK и FM , коэффициенты неголономичности внешнего
репера 𝑓µν

ρ и тензор напряженности FµνM для калибровочных полей. Обоб-
щенные флаксы FMNK = 𝐸M

A𝐸NB𝐸K
CF𝐴𝐵𝐶 определяются по аналогии с

коэффициентами неголономичности (см. ниже)

[𝐸A,𝐸B]M = F𝐴𝐵C𝐸CM , (5.4)

где скобка обобщенных реперов 𝐸AM определяется через обобщенную про-
изводную Ли. Обобщенный флакс FM = 𝐸M

AFA определен следующим
выражением

FA = 𝐸A
M𝜕M𝑑 − 𝐸AM𝐸−1𝜕M𝐸, (5.5)

где 𝐸 = det 𝐸MA. Определение тензоров FµνM и 𝐻µνρ повторяет таковое для
исключительной теории поля.

Запишем схематически тождества Бьянки для обобщенные флаксов
FMNK , FM которые задают дуальные (магнитные) потенциалы, взаимодей-
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ствующие с 5-бранами NS сектора [37, 171]:

𝐷[µ𝐻νρσ + . . . = 𝑍µνρσ = 0,
𝐷[µFνρ]M + . . . = 𝑍µνρ

M ,

𝜕[𝑀Fµν𝑁] + . . . = 𝑍µν
MN ,

𝜕𝑀Fµν𝑀 + . . . = 𝑍µν,

𝐷µFM + . . . = 𝑍µ𝑀 = 0,
𝐷µFMNK + . . . = 𝑍µMNK = 0,

𝜕[𝑀F𝑁𝐾𝐿] −
3
4F[MN

𝑃F𝐾𝐿]𝑃 = 𝑍MNKL = 0,

𝜕𝐾FMNK + 2𝜕[𝑀F𝑁] − F 𝐾FMNK = 𝑍MN = 0,

𝜕MFM −
1
2FMF

M + 1
12FMNKF

MNK = 𝑍 = 0.

(5.6)

Здесь точками обозначены слагаемые, которые не представляют интереса для
обсуждения магнитных потенциалов. Ковариантная производная определена
стандартным образом 𝐷µ = 𝜕µ − L𝐴µ. Следуя стандартному алгоритму вве-
дения дуальных потенциалов в теорию, добавим в действие двойной теории
поля слагаемое с множителем Лагранжа:

ΔS𝐷𝐹𝑇 =

∫
𝑍4 ∧ 𝐷𝐷−4 + 𝑍3

M ∧ 𝐷𝐷−3,𝑀 + 𝑍2
MN ∧ 𝐷𝐷−2,MN + 𝑍2 ∧ 𝐷𝐷−2

+ 𝑍1
MNK ∧ 𝐷𝐷−1,MNK + 𝑍1

M ∧ 𝐷𝐷−1,𝑀

+ 𝑍MNKL ∧ 𝐷𝐷,MNKL + 𝑍MN ∧ 𝐷𝐷,MN + 𝑍 ∧ 𝐷𝐷,

(5.7)

где нижний цифровой индекс обозначает ранг формы. Важно отметить, что в
отличие от рассмотренного выше примера для поля Калба–Рамона, полностью
переписать двойную теорию поля в терминах дуальных потенциалов, раз-
решая обобщенные тождества Бьянки, не представляется возможным [172,
173]. Это утверждение сродни утверждению о невозможности полной нели-
нейной формулировки теории гравитации в терминах дуального гравитона.
Тем не менее, как минимум на линейном уровне можно интерпретировать
лагранжевы множители в выражении выше, как дуальные потенциалы

𝐷𝐷−4, 𝐷𝐷−3,𝑀, 𝐷𝐷−2,MN , 𝐷𝐷−1,MNK , 𝐷𝐷,MNKL,

𝐷𝐷−2, 𝐷𝐷−1,𝑀, 𝐷𝐷,MN ,

𝐷𝐷.

(5.8)
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Такой же набор магнитных потенциалов, взаимодействующих с солитонными
бранами был получен в работе [94] из анализа солитонных 1/2БПС состояний
максимальной супералгебры в размерности 𝐷.

Очевидно, что в полной O(10,10) теории присутствуют только потенциа-
лы из последнего столбца в (5.8), поскольку все тождества Бьянки сводятся
к таковым для FMNK , F𝑀. Как будет показано ниже, именно с этим по-
тенциалом взаимодействуют браны, принадлежащие орбите NS5-браны в
ковариантном формализме. При этом, соответствующие потенциалы смешан-
ной симметрии определяются пуанкаре дуализацией компонент 𝐷MNKL

𝐵𝑚1...𝑚6 = ε𝑚1...𝑚10𝐷
𝑚7𝑚8𝑚9𝑚10,

𝐴𝑚1...𝑚7,𝑚 = ε𝑚1...𝑚10𝐷
𝑚8𝑚9𝑚10

𝑚,

𝐵𝑚1...𝑚8,𝑚𝑛 = ε𝑚1...𝑚10𝐷
𝑚9𝑚10

𝑚𝑛,

𝐵𝑚1...𝑚9,𝑚𝑛𝑘 = ε𝑚1...𝑚10𝐷
𝑚10

𝑚𝑛𝑘,

𝐵𝑚1...𝑚10,𝑚𝑛𝑘𝑙 = ε𝑚1...𝑚10𝐷𝑚𝑛𝑘𝑙.

(5.9)

Полная классификация магнитных NS-NS потенциалов и соответствующих со-
литонных объектов была получена в работах [174, 94, 96].

Полученные результаты можно обобщить на исключительные теории
поля, переходя к так называемой флакс-формулировке, когда действие тео-
рии сформулировано полностью в терминах обобщенных флаксов и тензоров
напряженности калибровочных полей. При этом, обобщенный флакс имеет
тот же вид, что и тензор погружения, но не считается постоянным. Квад-
ратичные условия на тензор погружения обобщаются до полных тождеств
Бьянки, задавая магнитные потенциалы теории. потенциалы. В такой флакс-
формулировке исключительной теории поля удобно описывать орбиты бран,
взаимодействующих магнитно с калибровочными потенциалами смешанной
симметрии, решая уравнения движения и тождества Бьянки совместно. При
этом решения уравнений исключительной теории поля могут включать поля,
зависящие не только от стандартных координат, но и от дуальных, причем
условие проекции выполняется. Действительно, рассмотрим простой пример
двойной теории поля с группой O(2,2). В таком случае расширенное про-
странство параметризуется координатами (𝑥1,𝑥2,𝑥1,𝑥2), а условие проекции
ограничивает зависимость только одной координатой из каждой пары (𝑥1,𝑥1),
(𝑥2,𝑥2). Считая (𝑥1,𝑥2) геометрическими координатами, то есть, теми, ко-
торые используются для измерения расстояния в физическом пространстве,
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можно удовлетворить условие проекции, допустив зависимость от (𝑥1,𝑥2).
Естественно, такие решения исключительной теории поля не могут решать
уравнения стандартной супергравитации, при этом являясь образами обыч-
ных полевых конфигураций при формальной T(U)-дуальности. Ниже будут
рассмотрены особенно интересные примеры таких решений, соответствую-
щие экзотическим бранам, и построены динамические действия для объектов,
которые их генерируют.

5.1.1 𝑔−3
𝑠 -браны в теориях типа II

Рассмотрим более подробно соответствие между компонентами обоб-
щенного флакса E7(7) исключительной теории, магнитными потенциалами и
экзотическими бранами супергравитации типа II. Теории типа II объединяют-
ся в рамках двойной теории поля, причем, описание включает как RR, так и
NS-NS секторы, поэтому удобно рассмотреть вложение O(6,6) двойной теории
поля. Представления обобщенного флакса 912 ⊕ 56 (включая тромбон) под
действием подгруппы SO(6,6) × SL(2) раскладываются следующим образом:

912 −→ (12,2) ⊕ (32,3) ⊕ (220,2) ⊕ (352,1),
56 −→ (12,2) ⊕ (32,1).

(5.10)

Поскольку группа S-дуальности SL(2) нетривиально действует на аксио–
дилатон, для разложения по степеням 𝑔𝑠 = 𝑒−φ она должна быть нарушена
до SL(2) ←↪ ℝ+. В итоге имеем

912 −→ 32−2 ⊕ 220−1 ⊕ 12−1 ⊕ 3520 ⊕ 320 ⊕ 220+1 ⊕ 12+1 ⊕ 32+2,

56 −→ 12−1 ⊕ 320 ⊕ 12+1.
(5.11)

Вес по отношению к группе ℝ+ линейно связан со степенью 𝑔𝑠, которой про-
порционально натяжение соответствующей браны или, эквивалентно, массе
1/2БПС состояния максимальной 𝐷 = 4 супергравитации. Изложение ниже
следует соглашениям, принятым в работе [175], где компоненты представле-
ния 322 отождествляются с потоками RR полей (𝑇 ∼ 𝑔−1

𝑠 ), компоненты 2201
— с потоками полей NS-NS сектора (𝑇 ∼ 𝑔−2

𝑠 ), компоненты 3520 — с негео-
метрическими P-флаксами (𝑇 ∼ 𝑔−3

𝑠 ). Остальные компоненты соответствуют
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негеометрическим флаксам, создаваемым экзотическими бранами с натяже-
нием, пропорциональным меньшим степеням 𝑔𝑠.

Для идентификации флаксов в теории типа II разложим представления
под действием вложения O(6,6) ←↪ GL(6). Для флаксов, соответствующих на-
тяжению с 𝑔−α𝑠 при α ⩽ 3, имеем:

322 −→ 1−3/2 ⊕ 15−1/2 ⊕ 151/2 ⊕ 13/2

2201 −→ 20−3/2 ⊕ 6̄−1/2 ⊕ 84−1/2 ⊕ 841/2 ⊕ 61/2 ⊕ 203/2

3520 −→ 35−3/2 ⊕ 15−1/2 ⊕ 21−1/2 ⊕ 105−1/2 ⊕ 1051/2

⊕ 211/2 ⊕ 151/2 ⊕ 353/2,

(5.12)

где соглашения для обозначения представлений и им сопряженных выбраны
таким образом, чтобы воспроизводить теорию типа IIA. Как и прежде, нижний
индекс обозначает вес по отношению к GL(1) подгруппе и отражает переска-
лирование натяжения по отношению к преобразованиям координаты 11-го
измерения. В компонентном виде разложение выше можно записать следу-
ющим образом:

α = 1 : θA −→ 𝐹 ⊕ 𝐹𝑎1𝑎2 ⊕ 𝐹𝑎1...𝑎4 ⊕ 𝐹𝑎1...𝑎6,

α = 2 : θMNK −→ 𝑅𝑎𝑏𝑐 ⊕ 𝑓 𝑎 ⊕ 𝑄𝑎
𝑏𝑐 ⊕ 𝑓𝑎𝑏

𝑐 ⊕ 𝑓𝑎 ⊕ 𝐻𝑎𝑏𝑐,

α = 3 : θM ¤𝐴 −→ 𝑃𝑎𝑏 ⊕ 𝑃𝑎𝑏1𝑏2𝑏3 ⊕ 𝑃𝑎𝑏1...𝑏5 ⊕ 𝑃𝑏1𝑏2 ⊕ 𝑃𝑎,𝑏,
⊕ 𝑃𝑎,𝑏1𝑏2𝑏3 ⊕ 𝑃𝑎,𝑏1...𝑏5 ⊕ 𝑃𝑏1...𝑏4 .

(5.13)

Здесь следует сделать важное замечание. На уровне α = 2 присутствуют
компоненты 𝑓 𝑎 и 𝑓𝑎, соответствующие неприводимым компонентам FM тен-
зора погружения полумаксимальной супергравитации. Известно, что такие
компоненты не соответствуют потенциалам, взаимодействующим с бранами,
а дополняют бесследовые компоненты F𝑎𝑏𝑐 и F𝑎𝑏𝑐 обобщенного флакса. С
точки зрения действия Весса–Зумино, описывающего взаимодействие бран с
калибровочными потенциалами, такие флаксы соответствуют потенциалам,
которые не входят в действие, но необходимы для обеспечения калибровочной
инвариантности [94]. То же верно для компонент 𝑃𝑎𝑏 и 𝑃𝑎𝑏𝑐𝑑, которые впредь
не будут обсуждаться, наряду с FM .

При редукции к теории типа IIB поля RR сектора принадлежат спинору θ ¤𝐴
противоположной киральности, а негеометрические P-флаксы— спин-вектору
θ𝑀𝐴. Как обсуждалось в Главе 2, такой переход соответствует альтернатив-
ному вложению группы GL(6) в O(6,6), отбрасывающему другой спинорный
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корень. Очевидно, в полной O(10,10) двойной теории поля негеометрические
P-флаксы принадлежат тому же спин–векторному представлению группы ду-
альности. Поэтому, можем записать

IIA: θM ¤𝐴 −→ 𝑃𝑎,𝑏 ⊕ 𝑃𝑎,𝑏1...𝑏3 ⊕ 𝑃𝑎,𝑏1...5 ⊕ 𝑃𝑎,𝑏1...𝑏7 ⊕ 𝑃𝑎,𝑏1...𝑏9

⊕ 𝑃𝑎𝑏 ⊕ 𝑃𝑎𝑏1...𝑏3 ⊕ 𝑃𝑎𝑏1...5 ⊕ 𝑃𝑎𝑏1...𝑏7 ⊕ 𝑃𝑎𝑏1...𝑏9,

IIB: θM𝐴 −→ 𝑃𝑎 ⊕ 𝑃𝑎,𝑏1𝑏2 ⊕ 𝑃𝑎,𝑏1...4 ⊕ 𝑃𝑎,𝑏1...𝑏6 ⊕ 𝑃𝑎,𝑏1...𝑏8 ⊕ 𝑃𝑎,𝑏1...𝑏10

⊕ 𝑃𝑎 ⊕ 𝑃𝑎𝑏1𝑏2 ⊕ 𝑃𝑎𝑏1...4 ⊕ 𝑃𝑎𝑏1...𝑏6 ⊕ 𝑃𝑎𝑏1...𝑏8 ⊕ 𝑃𝑎𝑏1...𝑏10 .

(5.14)

Зная действие преобразований (факторизованной) Т-дуальности, опи-
санное подробно в Главах 1 и 2, получим преобразования негеометрических
P-флаксов. Действительно, первый индекс компоненты 𝑃𝑥,𝑏1...𝑏𝑛 (эквивалентно,
𝑃𝑥𝑏1...𝑏𝑛) принадлежит вектору O(10,10) и, следовательно, опускается (эквива-
лентно, поднимается), если преобразование Т-дуальности 𝑇𝑥 действует вдоль
𝑥. Оставшиеся индексы являются частью спинорного представления и поэто-
му преобразуются так же, как и калибровочные поля RR сектора. А именно:
если флакс имеет ненулевую компоненту вдоль направления 𝑥, тогда при
Т-дуальности соответствующий индекс убирается, и наоборот. Так сформули-
рованные правила преобразований можно резюмировать в виде следующих
формул [175]:

𝑇𝑎 : 𝑃𝑎
𝑏1...𝑏𝑝 ←→ 𝑃𝑎,𝑏1...𝑏𝑝𝑎,

𝑇𝑏𝑝 : 𝑃𝑎
𝑏1...𝑏𝑝 ←→ 𝑃𝑎

𝑏1...𝑏𝑝−1 .
(5.15)

В работах [96, 175] было показано, что соответствующими калибровочными
потенциалами являются следующие тензоры смешанной симметрии:

IIA : 𝐸8,1 ⊕ 𝐸8,3 ⊕ 𝐸8,5 ⊕ 𝐸8,7 ⊕ 𝐸10,3,2

𝐸9,1,1 ⊕ 𝐸9,3,1 ⊕ 𝐸9,5,1 ⊕ 𝐸9,7,1 ⊕ 𝐸10,5,2,

IIB : 𝐸8,0 ⊕ 𝐸8,2 ⊕ 𝐸8,4 ⊕ 𝐸8,6 ⊕ 𝐸10,2,2

⊕𝐸9,2,1 ⊕ 𝐸9,4,1 ⊕ 𝐸9,6,1 ⊕ 𝐸9,8,1 ⊕ 𝐸10,4,2.

(5.16)

Здесь символ 𝐸𝑝,𝑞,𝑟 обозначает потенциал с тремя наборами из 𝑝, 𝑞 и 𝑟 анти-
симметричных индексов, т.е. 𝐸𝑎1...𝑎𝑝,𝑏1...𝑏𝑞,𝑐1...𝑐𝑟 . Проиллюстрируем связь между
негеометрическим флаксом и потенциалом смешанной симметрии так же, как
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мы в Главе 2 получали потенциал 𝐴8,1, взаимодействующий с КК6 монополем.
Рассмотрим для примера IIB флакс 𝑃𝑎,𝑏𝑐, являющийся S–дуальным партне-
ром Q-флакса. Как обсуждалось выше, компоненты тензора погружения суть
интегральные потоки магнитных потенциалов. Поэтому, следует начать с дуа-
лизации флакса в полном 10-мерном пространстве:

𝑃𝑎,𝑏𝑐 −→ 𝑃𝑎1...𝑎10,𝑏𝑐,𝑎 = 10𝜕[𝑎1𝐸𝑎2...𝑎9],𝑏𝑐,𝑎 + · · · , (5.17)

где точки обозначают возможные нелинейные вклады от других потенциалов
более низкого ранга. Таким образом, получаем IIB экзотический потенциал
смешанной симметрии 𝐸9,2,1. Повторяя рассуждения для P-флакса 𝑃𝑎𝑏𝑐 с верх-
ним индексом

𝑃𝑎𝑏𝑐 −→ 𝑃𝑎1...𝑎9,𝑏𝑐 = 9𝜕[𝑎1𝐸𝑎2...𝑎9],𝑏𝑐 + . . . , (5.18)

получаем IIB потенциал 𝐸8,2.
Получаемые потенциалы соответствуют правилам намоток бран, сфор-

мулированным в работе [96]. В частности, из правил намоток для экзотиче-
ских бран следует, что все индексы должны принимать такие значения, что в
итоге получается некоторая 𝑝-форма во внешнем пространстве. Проще всего
аргументировать это требование тем, что в теории 𝐷-мерной максимальной
супергравитации нет потенциалов смешанной симметрии. Другими словами,
если у потенциала есть дополнительный набор индексов, самые правые ин-
дексы должны быть индексами компактного направления (намотанными в
терминологии [96]). Оставшиеся соответствуют мировым направлениям бра-
ны. Таким образом, например, для потенциала 𝐸9,5,1 пишем

𝐸𝑎1...𝑎4𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4𝑦,𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4𝑦,𝑦, (5.19)

где направления 𝑥1, . . . ,𝑥4 и 𝑦 принадлежат компактному пространству, на-
правления 𝑎1, . . . , 𝑎4 при этом соответствуют мировым направлениям браны.
Очевидно, что такой потенциал взаимодействует с 3-браной. Направления
𝑥1, . . . ,𝑥4 и 𝑦 при этом являются обобщенными Taub–NUT циклами, причем, 𝑦
встречается трижды. Таким образом, в обозначениях [60] имеем 3(4,1)3 брану.
В общем виде потенциал 𝐸𝑏+𝑐+𝑑,𝑐+𝑑,𝑑 взаимодействует с браной, натяжение ко-
торой пропорционально 𝑑 радиусам в третьей степени, 𝑐 радиусам во второй
степени и 𝑏 радиусам в первой степени. В обозначениях [60] для соответствия



164

0 1 2 3 4 5 6 7

M: 𝑃 𝑀2 𝑀5 𝐾𝐾6
IIA: 𝐷0 𝐷2 𝐷4 𝐷6 𝐷8

IIB: 𝐷1 𝐷3 𝐷5 𝐷7

NS:
𝑃 𝐹1 50

2 51
2

0(1,6)4 16
4 52

2 53
2

IIB: 16
3 34

3 52
3 70

3

IIA: 07
3 25

3 43
3 61

3

IIB: 0(1,7)3 2(1,5)3 4(1,3)3 6(1,1)3

IIA: 1(1,6)3 3(1,4)3 5(1,2)3 6(1,2)3 7(1,0)3

IIA: 1(4,3)4 3(2,3)4 53
4

IIB: 0(5,3)4 2(3,3)4 4(1,3)4

M: 0(1,7) 1(1,1,6) 26 3(2,4) 6(3,1) 8(1,0)
SL
(5
)

Рисунок 5.1 — Браны в теориях типа II с натяжением, пропорциональным
𝑔−α𝑠 при α ⩽ 4 и соотношения между ними и бранами М-теории (изображены

только некоторые браны). Черные, красные и синие линии обозначают
редукцию, Т-дуальность и S-дуальность соответственно. Квадратами

показаны состояния, поднимающиеся до DFT-монополя. Кругом обведены
состояния, принадлежащие орбите KK6-монополя при действии U-дуальности

𝑇123 (пунктир).

между потенциалами и бранами пишем:

𝐸𝑏+𝑐+1,𝑐 ⇐⇒ 𝑏𝑐3,

𝐸𝑏+𝑐+𝑑+1,𝑐+𝑑,𝑑 ⇐⇒ 𝑏
(𝑑,𝑐)
3 ,

(5.20)



165

где индекс 3 обозначает зависимость натяжения от 𝑔−3
𝑠 . Для масс имеем (ср.

с (2.62)):

𝑀𝑏𝑐3 =
𝑅𝑖1 · · · 𝑅𝑖𝑏𝑅2

𝑗1
· · · 𝑅2

𝑗𝑐

𝑔3
𝑠 𝑙
𝑏+2𝑐+1
𝑠

,

𝑀
𝑏
(𝑑,𝑐)
3

=
𝑅𝑖1 · · · 𝑅𝑖𝑏𝑅2

𝑗1
· · · 𝑅2

𝑗𝑐
𝑅3
𝑘1
· · · 𝑅3

𝑘𝑑

𝑔3
𝑠 𝑙
𝑏+2𝑐+3𝑑+1
𝑠

.

(5.21)

На Рисунке 5.1 изображены орбиты стандартных и экзотических бран под дей-
ствием преобразований T- и S-дуальности:

𝑇𝑥 : 𝑅𝑥 −→
𝑙2𝑠
𝑅𝑥
, 𝑔𝑠 −→

𝑙𝑠

𝑅𝑥
𝑔𝑠,

𝑆 : 𝑔𝑠 −→
1
𝑔𝑠
, 𝑙𝑠 −→ 𝑔

1/2
𝑠 𝑙𝑠,

(5.22)

являющихся вейлевскими отражениями. Все 𝑔𝑠−3 браны, взаимодействующие
с потенциалами (5.16), перечислены в Таблице 14. Конечно, все браны в
Таблица 14 — Потенциалы смешанной симметрии и взаимодействующие с
ними браны в теориях типа IIA/B.

IIA IIB
Коразмерность Потенциал Брана Потенциал Брана

𝑛 = 2 𝐸8,1 61
3 𝐸8,0 70

3
𝐸8,3 43

3 𝐸8,2 52
3

𝐸8,5 25
3 𝐸8,4 34

3
𝐸8,7 07

3 𝐸8,6 16
3

𝑛 = 1 𝐸9,1,1 7(1,0)3 𝐸9,2,1 6(1,1)3
𝐸9,3,1 5(1,2)3 𝐸9,4,1 4(1,3)3
𝐸9,5,1 3(1,4)3 𝐸9,6,1 2(1,5)3
𝐸9,7,1 1(1,6)3 𝐸9,8,1 0(1,7)3

𝑛 = 0 𝐸10,3,2 6(2,1)3 𝐸10,2,2 7(2,0)3
𝐸10,5,2 4(2,3)3 𝐸10,4,2 5(2,2)3
𝐸10,7,2 2(2,5)3 𝐸10,6,2 3(2,4)3

теории типа IIA, как стандартные, так и экзотические получаются из стандарт-
ных и экзотических бран М-теории при размерной редукции. Однако, задача
непосредственного обобщения логики классификации экзотических бран в
терминах компонент тензора погружения на максимальную супергравитацию
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оказывается чересчур сложной. Действительно, полной группой U-дуальности
является бесконечномерная группа E11. Несмотря на существенные прогресс,
представленный работами [61, 62, 64, 65, 67, 64] и построение обобщенной
геометрии для E11 исключительной теории поля, мы еще далеки от полного
понимания структуры соответствующего тензора погружения. По этой при-
чине, в дальнейшем изложении мы будем в том числе опираться на правила
редукции и восстановления бран М-теории и теории типа IIA:

IIA→ M : 𝑙𝑠 →
𝑙
3/2
11

𝑅101/2 , 𝑔𝑠 :→
𝑅

3/2
10

𝑙
3/2
11

,

M→ IIA : 𝑅𝑥 → 𝑔𝑠𝑙𝑠, 𝑙11 → 𝑔𝑠
1/3𝑙𝑠.

(5.23)

Во второй строке подразумевается редукция вдоль направления 𝑥. На Рис. 5.1
эти правила представлены графически в виде черных стрелок для бран сα ⩽ 3.
В дальнейшем изложении мы подробно рассматриваем решения SL(5) исклю-
чительной и двойной, соответствующие бранам, обведенным окружностью на
Рис. 5.1. В явном виде строим преобразование U-дуальности между 53-браной
и KK6-монополем, обозначенное пунктирной линией на Рис. 5.1.

5.1.2 Экзотические NS 5-браны

Рассмотрим более подробно орбиту группы T-дуальности 50
2 − 51

2 − 52
2 −

53
2 в терминах преобразований между решениями уравнений супергравита-

ции. 50
2-брана ( или в более стандартных обозначениях NS5-брана) является

источником решения уравнений 10-мерной супергравитации типа II, характе-
ризующегося нетривиальной метрикой и полем Калба–Рамона 𝐵2 магнитного
типа. В струнной картине решение имеет вид:

𝑑𝑠2 = 𝑑𝑠056789
2 + 𝐻 (𝑅)2𝑑𝑠21234,

𝐵056789 = 𝐻 (𝑅)−1 − 1,
𝑒−2(φ−φ0) = 𝐻 (𝑅), φ0 = const,

𝐻 (𝑅) = 1 + ℎ

𝑅2 ,

(5.24)

где 𝑅2 =
∑︁4
𝑖=1(𝑥 𝑖)2, постоянная ℎ зависит от натяжения браны и ее конкрет-

ный вид несущественен для последующей дискуссии. Потенциал 𝐵6 является
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магнитно дуальным полю Калба–Рамона и определяется следующими соот-
ношениями:

𝐼 𝐼𝐴 : 𝐻7 = 𝑑𝐵6 − 𝐶1 ∧ 𝐺6 + 𝐶3 ∧ 𝐺4 − 𝐶5 ∧ 𝐺2,

𝐼 𝐼𝐵 : 𝐻7 = 𝑑𝐵6 − 𝐶0 ∧ 𝐺7 + 𝐶2 ∧ 𝐺5 − 𝐶4 ∧ 𝐺3 − 𝐶6 ∧ 𝐺1,

𝐺𝑝 = 𝑑𝐶𝑝−1 − 𝐻3 ∧ 𝐶𝑝−3,

(5.25)

где 𝐻7 = 𝑒−2φ ∗ 𝐻3 и 𝐻3 = 𝑑𝐵2. Соотношения выше получаются из уравнений
супергравитации на поле 𝐵2, которые принимают вид тождеств Бьянки для 6-
формы 𝑑𝑑𝐵6 ≡ 0. Функция 𝐻 (𝑅) является гармонической в четырехмерном
пространстве трансверсальном к бране и удовлетворяет уравнению

△𝐻 = ℎδ(4) (𝑥 𝑖). (5.26)
Ниже под NS5-браной будем понимать именно такое решение уравнений
супергравитации, порожденное источником — собственно NS5-браной, фун-
даментальным объектом теории струн.

В стандартном подходе правила Бушера могут быть применены только
вдоль изометрических направлений решения. Однако, Т–дуализация решения
(5.24) вдоль очевидных изометрий, соответствующих направлениям простран-
ственного объема браны, не меняют решения. Заметим, что благодаря такой
инвариантности NS5-браны, теория на мировом объеме NS5-браны (малая
теория струн) также обладает симметриями Т-дуальности, как и полная тео-
рия струн [176, 177]. Для воспроизведения решения KK5-монополя следует
Т–дуализировать NS5-брану вдоль трансверсальных направлений, для чего
необходимо организовать изометрическое направление путем размазывания
решения вдоль, например, 𝑥4 = 𝑧. Процедура размазывания основана на том
факте, что NS5-браны являются 1/2БПС объектами и, соответственно, не взаи-
модействуют друг с другом [178, 99]. Это позволяет рассмотреть бесконечный
набор NS5-бран, расставленных вдоль оси 𝑥4 с периодом 𝑅4. Поля от такой кон-
фигурации являются простой суммой полей каждой браны и соответствующее
решение характеризуется гармонической функцией

𝐻 = 1 +
∑︁
𝑛

ℎ√︁
𝑟2 + (𝑥4 + 𝑅4𝑛)2

, (5.27)

где 𝑟2 =
∑︁3
𝑖=1(𝑥 𝑖)2. В пределе 𝑅4 → 0 получаем непрерывное распределение

заряда NS5-браны вдоль оси 𝑥4, и гармоническая функция принимает вид

𝐻 = 1 + ℎ
𝑟
. (5.28)
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Константа ℎ, вообще говоря, теперь другая хотя бы по соображениям размер-
ности, однако, будем использовать те же обозначения, чтобы не перегружать
формулы. Такая гармоническая функция решает уравнение Пуассона в трех
измерениях, а полное решение имеет следующий вид:

𝑑𝑠2 = 𝑑𝑠2056789 + 𝐻𝑑𝑠21234,

𝐵2 = 𝐴 ∧ 𝑑𝑧,
𝑒−2(φ−φ0) = 𝐻−1.

(5.29)

Решение удобнее записывать в терминах 2-формы, а не 6-формы, которая, од-
нако, имеет вид магнитного потенциала, поскольку определяется 1-формой
𝐴 = 𝐴𝑖𝑑𝑥

𝑖, удовлетворяющей уравению

2𝜕[𝑖𝐴 𝑗] = ε𝑖 𝑗𝑘𝜕𝑘𝐻. (5.30)

Действительно, определив поле напряженности ®H = rot ®𝐴, получим
div ®H = △𝐻 = ℎδ(3) (𝑟). Таким образом, справедливо называть решение (5.29)
H-монополем. Полный магнитный заряд H-монополя равен 𝑄𝐻 = 2π𝑅4ℎ, и
естественно равен заряду неразмазанной NS5-браны.
Таблица 15 — Под действием Т-дуальности (размазанная) NS5-брана,
ориентированная вдоль направлений, обозначенных ×, переходит в
калуца–кляйновский монополь и 52

2-брана. Знак ⊙ обозначает специальные
Taub–NUT циклы.

1 2 3 4 5 6 7 8 9
NS5 · · · · × × × × ×
KKM · · · ⊙ × × × × ×

52
2 · · ⊙ ⊙ × × × × ×

Применим теперь преобразование Т-дуальности вдоль компактного на-
правления 𝑧. Результатом будет решение KK-монополя

𝑑𝑠2 = 𝑑𝑠2056789 + 𝐻𝑑𝑠2123 + 𝐻−1(𝑑𝑥4 + 𝐴)2,
𝐵 = 0.

(5.31)

Здесь потенциал магнитного поля 𝐴𝑖 оказывается компонентой 𝑔𝑖4 метри-
ческого тензора. Соответственно, КК–мопоноль имеет гравимагнитный за-
ряд, оправдывая свое название. Такое решение характеризуется нулевым
H-флаксом, при этом геометрический флакс (коэффициенты неголономично-
сти базиса) 𝑓 𝑧𝑖 𝑗 оказывается неравным нулю.
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Поскольку KK5-монополь не преобразуется при Т-дуальности вдоль его
продольных направлений, чтобы двигаться далее вдоль орбиты, следует его
размазать вдоль, например, направления 𝑥3. Такая процедура уменьшает ко-
личество трансверсальных направлений до двух, и соответствующая гармони-
ческая функция оказывается логарифмически расходящейся. Это стандартное
свойство всех решений коразмерности два, которое означает необходимость
их доопределения на бесконечности. Конкретная реализация такого доопре-
деления нас здесь не интересует, поэтому ограничимся введением обрезания
Λ по радиальной координате ρ на бесконечности. Тогда гармоническую функ-
цию можно записать следующим образом:

𝐻 = 1 + ℎ log Λ +
√︁
Λ2 + ρ2

ρ2 ≈ ℎ0 + ℎ log µ
ρ
,

ρ2 = (𝑥1)2 + (𝑥2)2.
(5.32)

Первое выражение в первой строке расходится при Λ → ∞, однако, мо-
жет быть записано в терминах “голой” величины ℎ0, которая тоже считается
расходящейся в рассматриваемом пределе, и некоторой “шкалы перенорми-
ровки” µ (см. [10]). Уравнение (5.30) имеет в таком случае простое решение
𝐴 = −ℎθ𝑑𝑥3,где θ—полярный угол в плоскости (𝑥1,𝑥2). Заметим, что обход во-
круг KK5-монополя, т.е. вокруг начала координат, на угол θ→ θ+2π сдвигает
компоненты поля 𝐴 на константу. Глобальная определенность метрики таким
образом требует введение склеивающего преобразования при таком обходе

𝑥3 → 𝑥3 − 2πℎ𝑥4,

𝑥4 → 𝑥4.
(5.33)

В случае KK-монополя склеивающим преобразованием является преоб-
разование координат. Не так дело обстоит для 52

2-браны, фоновое простран-
ство которой получается из размазанного KK5-монополя Т-дуальностью вдоль
𝑥3 и имеет следующий вид:

𝑑𝑠2 = 𝐻 (𝑑ρ2 + ρ2𝑑θ2) + 𝐻

𝐻2 + ℎ̃2θ2𝑑𝑠
2
34 + 𝑑𝑠2056789,

𝐵(2) =
ℎ̃θ

𝐻2 + ℎ̃2θ2𝑑𝑥
3 ∧ 𝑑𝑥4,

𝑒2(φ−φ0) =
𝐻

𝐻2 + ℎ̃2θ2 .

(5.34)
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Обход вокруг начала координат преобразует метрику и B–поле так, что фоно-
вое пространство в точках θ = 0 и θ = 2π склеивается при помощи некоторого
O(2,2) преобразования. Действительно, заметим, что при сдвиге θ → θ + 2π
преобразуются только компоненты метрики и B–поля в направлениях двумер-
ного тора (𝑥3,𝑥4). Тогда, в терминах обобщенной метрики на двумерном торе
преобразование имеет следующий вид:

H(θ′ = θ + 2π) = O𝑡𝑟H(θ)O, (5.35)

где матрица O представляет собой т.н. негеометрический β-сдвиг

O =

[︄
12 0

Δβ(θ′) 12

]︄
, Δβ(θ) = ℎθ 𝜕3 ∧ 𝜕4. (5.36)

Видим, что для глобальной определенности фонового пространства 52
2-браны

следует функции склейки определять в группе дуальности O(2,2). Это зна-
чит, что, вообще говоря, понятие метрики и B-поля не определены глобально,
глобально определено лишь понятие обобщенной метрики, что делает про-
странство негеометрическим. Такиеже свойства имеют Т-образия и U-образия,
рассматриваемые в работах [179, 180, 181]. Экзотические браны являются
источниками негеометрических фоновых пространств и взаимодействуют с по-
тенциалами смешанной симметрии.

Вернемся теперь к вопросу логарифмической расходимости определя-
ющей функции 𝐻 (ρ). Напомним, что гармоническая функция NS5-браны с
обратной квадратичной зависимостью 𝑅−2 была преобразована в логарифи-
мическую функцию, чтобы организовать изометрические направления, вдоль
которых может действовать Т-дуальность в стандартном формализме правил
Бушера. Однако, в двойной теории поля Т-дуальность является лишь частным
случаем преобразования координат обобщенного пространства и соответству-
ет замене координаты 𝑥 на ей дуальную 𝑥. В таком подходе, зависимость
гармонической функции у всех представителей орбиты NS5-браны будет все-
гда оставаться обратно квадратичной, но при Т-дуальности будет возникать
зависимость от дуальных координат:

1
𝑅2 →

1
𝑟2 + (𝑥4)2

→ 1
ρ2 + (𝑥3)2 + (𝑥4)2

→ · · · , (5.37)

где обозначения 𝑅,𝑟,ρ такие же, как и для решений выше. Более подробно ин-
терпретация подобной зависимости решений от дуальных координат в рамках
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подхода двойной теории поля будет дана в следующей главе. Здесь же остано-
вимся на интерпретации зависимости от дуальной координаты 𝑥4 фонового
пространства, получающегося формальным применением правил Бушера к
полному решению NS5-браны и замене 𝑥4 → 𝑥4.

Задача о получении Т–дуального решения для NS5-браны на фоне про-
странства с компактным но неизометричным направлением 𝑥4 была рассмот-
рена в работах [182, 183] и позднее более подробно изучена в работе [184,
185]. В последней было показано, что поправки к объемлющему пространству
двумерной сигма–модели на фоне обычного KK5-монополя от инстантонов на
мировом листе дают решение т.н. локализованного KK5-монополя с зависи-
мостью от дуальной координаты, как описано выше. Продемонстрируем это
наблюдение при помощи простого вычисления, следуя [182]. Гармоническая
функция NS5-браны на фоне пространства с компактным направлением, па-
раметризуемом (угловой) координатой 𝑧 имеет вид

𝐻 (𝑥 𝑖,𝑧) = 1 +
∞∑︁

𝑘=−∞

ℎ

𝑟2 + (𝑧 + 2π𝑘)2

= 1 + ℎ

2𝑟
sinh 𝑟

cosh 𝑟 − cos 𝑧 .
(5.38)

Действительно, такая ситуация эквивалентна бесконечному количеству NS5-
бран, расставленных периодически вдоль (некомпактного) направления 𝑧.
Вместо взятия предела малого радиуса, который нас приведет к непрерывному
распределению NS5-бран, разложим выражение в ряд Фурье

𝐻 (𝑥 𝑖,𝑧) = 1 + ℎ

2𝑟

(︄
1 +

∞∑︁
𝑘=1

𝑒−𝑘𝑟+𝑖𝑘𝑧 +
∞∑︁
𝑘=1

𝑒−𝑘𝑟−𝑖𝑘𝑧

)︄
. (5.39)

Полученное выражение действительно имеет вид суммирования по инстан-
тонным поправкам к гармонической функции H-монополя с действием для
инстантонов 𝑆inst = 𝑘𝑟 ± 𝑖𝑘𝑧. Более строго это было показано в работе [184]
прямым вычислением инстантонных поправок в N = (4,4) линейной сигма–
модели и поправки от фермионной вершины к тензору Римана объемлющего
пространства. Таким образом видим, что струнные инстантонные поправки ло-
кализуют фоновое пространство H-монополя до полного решения NS5-браны.

Естественно, то же вычисление можно повторить для KK5-монополя,
что и было проделано в работе [185, 186]. В том же подходе линейной
сигма–модели было показано, что локализованный KK5-монополь имеет вид
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решения, формально Т–дуального NS5-бране с заменой 𝑧 → �̃�. Причем, �̃� долж-
на быть интерпретирована именно как дуальная координата в смысле мод
намоток. Такие же результаты для 52

2-браны (5.34) (которую логично называть
Q-монополем) были получены в работе [187]. В дальнейшем размазанные ре-
шения будем называть монополями, полные локализованные решения будем
называть бранами.

5.1.3 Некоммутативность и неассоциативность замкнутых струн

Сравнивая нетривиальную монодромию для 52
2-браны, параметризован-

ную β-сдвигом и замечая, что фоновое пространство для дважды размазанной
NS5-браны при таком же обходе вокруг начала координат склеивается калиб-
ровочным преобразованием 𝐵 → 𝐵 + ℎθ𝑑𝑥3 ∧ 𝑑𝑥4, естественно перейти для
52

2-браны к параметризации в терминах бивектора β𝑚𝑛. Такая параметриза-
ция является альтернативным представлением элементаHMN фактор-группы
O(𝑑,𝑑)/O(𝑑) × O(𝑑) (𝑑 = 4 в нашем случае), соответствующей верхнетре-
угольной параметризации обобщенного репера. Напомним, что стандартная
параметризация, соответствующая полям супергравитации типа II, выглядит
следующим образом:

HMN = 𝐸M
A𝐸N

BHAB, 𝐸M
A =

[︄
𝑒𝑚

𝑎 0
𝐵𝑚𝑝𝑒𝑏

𝑝 𝑒𝑏
𝑛

]︄
, (5.40)

где индексы𝑚,𝑛 = 1, . . . ,𝑑 и 𝑎,𝑏 = 1, . . . ,𝑑 нумеруют координаты пространства
и векторы базиса в касательном пространстве соответственно. В верхнетре-
угольной калибровке для обобщенного репера имеем:

𝐸M
A =

[︄
𝑒𝑚

𝑎 𝑒𝑝
𝑎β𝑝𝑛

0 𝑒𝑏
𝑛

]︄
. (5.41)

Конечно, формулировка двойной теории поля не зависит от выбранной пара-
метризации для представителя фактор-пространства, однако, от нее зависит
интерпретация теории, как теории в обычном 𝑑-мерном пространстве. Для
нижнетреугольной параметризации после решения условия проекции имеем
стандартную супергравитацию типа II, тогда как в верхнетреугольной пара-
метризации имеем некоторую теорию поля для метрики 𝑔𝑚𝑛 и бивектора
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β𝑚𝑛. Свойства такой теории, названной β-супергравитацией, были проана-
лизированы в работах [153, 154, 155, 188]. Правильно будет думать, что
β-супергравитация (по-крайней мере, ее бозонный сектор) является фор-
мулировкой стандартной супергравитации в терминах других полей. Такая
формулировка оказывает удобной для описания негеометрических фоновых
пространств экзотических бран. Так, для 52

2-браны имеем

𝑑𝑠2 = 𝐻 (𝑑ρ2 + ρ2𝑑θ2) + 𝐻−1𝑑𝑠234 + 𝑑𝑠2056789,

β = ℎθ
𝜕

𝜕𝑥3 ∧
𝜕

𝜕𝑥4 .
(5.42)

Негеометрическим флаксом, ассоциированным с таким пространством, бу-
дет т.н. Q-флакс, который в терминах бивектора определяется как 𝑄𝑚

𝑘𝑙 =

∇𝑚β𝑘𝑙. Для решения выше имеем только одну компоненту 𝑄θ34. Следует отме-
тить, что для 52

2-браны в формулировке (5.34) определить понятие Q-флакса
оказывается затруднительно без привлечения формализма двойной теории
поля. Ниже вычисление геометрических и негеометрических флаксов через
обобщенный тензор кручения будет рассмотрено более подробно. Заметим,
что несмотря на формально хорошую глобальную определенность решения
(5.42), оно все еще является негеометрическим, поскольку сформулирова-
но в терминах бивекторного поля, которое не является калибровочным. Его
преобразования оказываются сильно нелинейными и включают компоненты
метрики.

Интересно, что в терминах метрики и 𝐵–поля переход к верхнетреуголь-
ной параметризации может быть записан в виде

𝐺−1 + β = (𝐺 + 𝐵)−1, (5.43)

напоминающем связь между метрикой, наблюдаемой открытой (слева) и за-
мкнутой (справа) струны. В такой интерпретации бивектор β𝑚𝑛 оказывается
параметром некоммутативности для координат концов открытой струны:

[𝑋𝑚,𝑋𝑛] = 2πα′β𝑚𝑛. (5.44)

Возникновение некоммутативности в теории открытых струн на фоне с нену-
левым полем Калба–Рамона является известным свойством, которое было
обнаружено в работе [189] для матричной модели на торическом фоне, и
в работах [190, 191, 192, 193] для теории открытых струн и D-бран. В слу-
чае постоянного параметра некоммутативности, бивектор задает пуассонову
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структуру на мировой поверхности соответствующей D-браны. В более общем
случае, когда тождество Якоби не выполняется, структура не является пуас-
соновой, а соответствующая геометрия оказывается неассоциативной [194,
195].

Рассматриваемые выше решения предоставляют фоновые пространства
для замкнутой струны, которая, вообще говоря, не должна проявлять свойства
некоммутативности или неассоциативности для стандартных решений, типа
NS5-браны. С другой стороны, монодромия вокруг 52

2-браны параметризуется
бивектором, что позволяет предположить некоммутативность замкнутой стру-
ны на фоне экзотической браны. Действительно, в работах [196, 197, 198, 198,
199] прямым вычислением коммутатора координат на фоне Т-образия с нетри-
виальной монодромией было показано, что координаты замкнутой струны не
коммутируют. При этом, коммутатор оказывается пропорционален 𝑄-флаксу,
определенному выше:

[𝑋𝑚,𝑋𝑛] = 𝑖𝑄𝑘
𝑚𝑛𝑤𝑘, (5.45)

где 𝑤𝑘 — моды намоток струны. Видимо, что некоммутативность для за-
мкнутых струн является нелокальным эффектом по причине явной зависи-
мости коммутатора от мод намоток. При этом для геометрического фонового
пространства некоммутативными являются дуальные координаты. Далее, фо-
новое пространство 53

2-браны для координат замкнутой струны оказывается
неассоциативным:

[𝑋𝑚,𝑋𝑛] = 𝑖𝑅𝑚𝑛𝑘𝑝𝑘, (5.46)
где 𝑝𝑘 — канонический импульс для координаты 𝑋𝑚. Пользуясь канониче-
скими коммутационными соотношениями, видим, что ассоциатор координат
пропорционален т.н. 𝑅-флаксу [𝑋𝑚,𝑋𝑛,𝑋𝑘] = 𝑅𝑚𝑛𝑘. Решение уравнений двойной
теории поля, соответствующее 53

2-бране, более подробно будет рассмотрено
ниже. В последнее время задача изучения динамики открытых и замкнутых
струн на фоне с нетривиальными флаксами и свойства некоммутативности и
неассоциативности вызывает большой интерес. Обзоры современного состоя-
ния этой области науки можно найти в [200, 201, 202].
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5.2 Решения с экзотическими источниками

Рассмотренные выше полевые конфигурации являются решениями урав-
нений стандартной супергравитации, при этом негеометрические решения,
соответствуя объектам коразмерности 2, характеризуются логарифмически-
ми расходимостями определяющей функции около ядра и на бесконечности.
Поправки от инстантонов на мировом листе струны способны исправить эту
ситуацию, локализуя решение вдоль специальных Taub–NUT циклов и изме-
няя зависимость от координат на степенную. При этом, однако, конфигурация
перестает быть решением уравнений супергравитации. Покажем, что такие
локализованные конфигурации, зависящие от дуальных координат, являются
решением уравнений двойной теории поля. Тоже верно для экзотических бран
М-теории, фон вокруг локализованных версий которых решает уравнения ис-
ключительной теории поля. Описываемые ниже результаты показывают, что
расширенные теории поля являются не просто ковариантным переписывани-
ем теории супергравитации, но, например, несут информацию о (некоторых)
непертурбативных эффектах на мировом листе струны за счет допустимой за-
висимости от дуальных координат. Изложение ниже основано на работе [203],
где показано, что определенные вложения DFT-монополя в удвоенное про-
странство описывают экзотические 5𝑎2-браны с 𝑎 = 2,3,4, локализованные в
дуальном пространстве, и дана интерпретация в терминах инстантонных по-
правок. Решение DFT-монополя было предложено ранее в литературе [204].
Локализованные экзотические браны М-теории и соответствующее решение
монополя в SL(5) и E7(7) теориях были рассмотрены в работах [205, 206].
Обзоры полученных результатов можно найти в [207, 208, 209]. Ниже рассмат-
риваются монополи двойной тории поля и SL(5) теории, подробное описание
монополя E7(7) теории и соответствующих орбит U-дуальности описаны в дис-
сертации Р. Отсуки [210].
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5.2.1 DFT-монополь

Динамика полной O(10,10) двойной теории поля формулируется в тер-
минах уравнений для обобщенной метрики HMN и обобщенного дилатона
𝑑, которые связаны с полями стандартной супергравитации следующим об-
разом:

HMN =

[︄
𝑔µν − 𝐵µρ𝐵ρν 𝐵µ

ν

𝐵µ
ν 𝑔µν

]︄
,

𝑑 = φ − 1
4 det | |𝑔µν | |,

(5.47)

где индексы µ,ν = 0, . . . ,9. При такой параметризации и таком решении
условия проекции, что поля зависят только от геометрических координат,
уравнения двойной теория поля воспроизводят таковые для супергравитации.
Поэтому, подставляя в (5.47) поля 𝑔µν, 𝐵µν и φ, решающие уравнения супер-
гравитации, получим обобщенные метрику и дилатон, решающие уравнения
двойной теории поля. В таком виде применение Т-дуальности вдоль направле-
ния, например, µ = 1 соответствует перестановке столбцов и строк с номерами
µ = 1 (нижний индекс) и µ = 1 (верхний индекс). Для удобства таких ма-
нипуляций представим обобщенную метрику в виде следующей формальной
конструкции:

𝑑𝑠2𝐷𝐹𝑇 = (𝑔µν − 𝐵µρ𝐵ρν)𝑑𝑥µ𝑑𝑥ν + 2𝐵µν𝑑𝑥µ𝑑𝑥ν + 𝑔µν𝑑𝑥µ𝑑𝑥ν, (5.48)

называемой псевдоинтервалом. Важно отметить, что псевдоинтервал не явля-
ется инвариантным относительно обобщенных диффеоморфизмов и не задает
расстояние в обобщенном пространстве ни в каком смысле. Псевдоинтер-
вал лишь предоставляет удобный формализм для применения Т-дуальности
к обобщенной метрике.

Для вложения решения H-монополя в двойную теорию поля обозначим
координаты следующим образом:

{𝑥µ} = {𝑥0, . . . ,𝑥5,𝑦1,𝑦2,𝑦3,𝑧},
{𝑥µ} = {𝑥0, . . . ,𝑥5,𝑦1,𝑦2,𝑦3,�̃�}.

(5.49)
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Считая теперь координаты 𝑥µ негеометрическими, а 𝑥µ — геометрическими,
можем записать обобщенную метрику для H-монополя в виде

𝑑𝑠2𝐷𝐹𝑇 = 𝐻 (1 + 𝐻−2𝐴2)𝑑𝑧2 + 𝐻−1𝑑�̃�2 + 2𝐻−1𝐴𝑖(𝑑𝑦 𝑖𝑑�̃� − δ𝑖 𝑗𝑑𝑦 𝑗𝑑𝑧)
+ 𝐻 (δ𝑖 𝑗 + 𝐻−2𝐴𝑖𝐴 𝑗)𝑑𝑦 𝑖𝑑𝑦 𝑗 + 𝐻−1δ𝑖 𝑗𝑑𝑦𝑖𝑑𝑦 𝑗

+ η𝑟𝑠𝑑𝑥𝑟𝑑𝑥𝑠 + η𝑟𝑠𝑑𝑥𝑟𝑑𝑥𝑠,
𝑒−2𝑑 = 𝐻𝑒−2φ0,

(5.50)

где функции 𝐻 = 𝐻 (𝑦),𝐴𝑖 = 𝐴𝑖(𝑦) определены соотношениями

𝐻 (𝑦) = 1 + ℎ√︁
δ𝑖 𝑗𝑦 𝑖𝑦 𝑗

,

2𝜕[𝑖𝐴 𝑗] = ε𝑖 𝑗𝑘𝜕𝑘𝐻.
(5.51)

Индексы 𝑟,𝑠 = 0, . . . ,5 нумеруют направления вдоль браны, соответствующей
решению, и им дуальные, координаты с индексами 𝑖, 𝑗 = 1,2,3 и 𝑧,�̃� парамет-
ризуют трансверсальные к бране направления и им дуальные. Обобщенные
метрика и дилатон, заданные выражениями (5.50) являются решениями урав-
нений двойной теории поля.

Заметим теперь, что геометрические и дуальные координаты входят в
формализм совершенно эквивалентно, что означает симметричность решения
(5.50) относительно любых перестановок любых пар 𝑥µ ↔ 𝑥µ. Например, если
заменить 𝑦1 везде на 𝑦1 и наоборот, то выражение (5.50) останется решением
уравнений двойной теории поля. Это довольно очевидное и тривиальное для
обычной теории гравитации свойство оказывается существенно нетривиаль-
ным для двойной теории поля благодаря условию проекции. Действительно,
согласно условию проекции любое решение уравнений двойной теории поля
должно зависеть только от половины координат, однако, каждая из десяти ко-
ординат может быть либо геометрической, либо дуальной, что дает множество
решений, принадлежащих одной орбите Т-дуальности. На примере решения
(5.50) видим, что оно записано в терминах координат (𝑧,𝑦 𝑖,𝑥𝑟,�̃�,𝑦𝑖,𝑥𝑟). Для
идентификации полей супергравитации дополнительно требуется информа-
ция, какие из этих координат являются геометрическими, то есть входят в
выражение для обычного интервала

𝑑𝑠2 = 𝑔µν𝑑𝑥
µ𝑑𝑥ν. (5.52)

Вообще говоря, следует ожидать существования конструкции подлинно-
го инвариантного интервала и дополнительно условия проекции, которое в
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зависимости от его решения проецировало бы подлинный инвариантный ин-
тервал в физический. К сожалению, в настоящее время такая конструкция
не известно, по какой причине мы будем ограничиваться алгоритмическим
подходом. А именно, разложим координаты 𝕏M на удвоенном пространстве
следующим образом:

𝕏M = (𝑥𝑧,𝑥 𝑖,𝑥𝑟,𝑥𝑧,𝑥𝑖,𝑥𝑟), (5.53)

причем, 𝑥𝑧,𝑖,𝑟 всегда являются геометрическими, а 𝑥𝑧,𝑖,𝑟 всегда являются дуаль-
ными. Дополнительно, следует отождествить координаты, параметризующие
решение (5.50) с (5.53). В зависимости от способа отождествления будем по-
лучать разные решения, принадлежащие орбите H-монополя. Понятно, что
замена 𝑥𝑟 ↔ 𝑥𝑟 ничего не меняет, поэтому будем следить только за оставши-
мися четырьмя координатами.

Следует отметить, что вследствие симметрии струны относительно пре-
образований Т-дуальности любая полевая конфигурация, получаемая проек-
цией DFT-монополя, является самосогласованным фоном для струны. Проще
всего это увидеть в формализме двойной сигма-модели [103, 211], где за счет
нарушения явной лоренцевой симметрии на мировом листе получается сфор-
мулировать теорию в O(10,10)–ковариантном виде.

H- и KK-монополи

Рассмотрим в качестве примера самый очевидный вариант отождеств-
ления:

(𝑥 𝑖,𝑥𝑧,𝑥𝑖,𝑥𝑧) = (𝑦 𝑖,𝑧,𝑦𝑖,�̃�), (5.54)
то есть (𝑦 𝑖,𝑧) являются физическими координатами. Тогда, сравнивая (5.50) с
разложением (5.48) находим, например, что члены

𝐻−1δ𝑖 𝑗𝑑𝑦𝑖𝑑𝑦 𝑗 + 𝐻−1𝑑�̃�2 (5.55)
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задают компоненты 𝑔𝑖 𝑗, 𝑔𝑖𝑧, 𝑔𝑧𝑧 обратной метрики. В итоге имеем поля
𝑔µν, 𝐵µν,φ задающие решение H-монополя

𝑑𝑠2 = η𝑟𝑠𝑑𝑥
𝑟𝑑𝑥𝑠 + 𝐻 (𝑑𝑧2 + δ𝑖 𝑗𝑑𝑦 𝑖𝑑𝑦 𝑗),

𝐵 = 𝐴𝑖𝑑𝑦
𝑖 ∧ 𝑑𝑧,

𝑒−2(φ−φ0) = 𝐻−1.

(5.56)

В обозначениях [10, 60] мы получаем фоновое пространство для (размазан-
ной) 50

2-браны. Как будет показано далее в Главе 5.2.1, обобщенный флакс
двойной теории поля для такого отождествения дает правильные компоненты
тензора напряжения 𝐻𝑧𝑖 𝑗 = ε𝑖 𝑗𝑘𝜕𝑘𝐻, индуцированного H-монополем.

Рассмотрим теперь альтернативное отождествление:

(𝑥 𝑖,𝑥𝑧,𝑥𝑖,𝑥𝑧) = (𝑦 𝑖,�̃�,𝑦𝑖,𝑧), (5.57)

означающее, что �̃� является геометрической координатой. Тогда член 𝐻−1𝑑�̃�2

будет давать не компоненту 𝑔𝑧𝑧 обратной метрики, а комбинацию вида 𝑔𝑧𝑧 −
𝐵𝑧
µ𝐵µ𝑧. Замена 𝑧 ↔ �̃� на языке двойной теории поля означает Т-дуальность

вдоль направления 𝑧, и мы ожидаемо получаем решение KK5-монополя:
𝑑𝑠2 = η𝑟𝑠𝑑𝑥

𝑟𝑑𝑥𝑠 + 𝐻−1(𝑑�̃� + 𝐴𝑖𝑑𝑦 𝑖)2 + 𝐻δ𝑖 𝑗𝑑𝑦 𝑖𝑑𝑦 𝑗,
𝐵 = 0,

𝑒−2(φ−φ0) = 1.
(5.58)

Поднятие решений H– и KK5-монополя до единого решения уравнений двой-
ной теории поля было рассмотрено в работе [204]. При этом, гармоническая
функция 𝐻 = 𝐻 (𝑦 𝑖) остается функцией геометрических координат.

Заметим, что мы для простоты здесь рассматриваем орбиту H-монополя,
а не полной NS5-браны. Повторяя рассуждение для второго случая, мы уже на
первом шаге пришли бы к гармонической функции 𝐻 = 𝐻 (𝑦 𝑖,𝑧), зависящей
от одной дуальной координаты 𝑧. Здесь важно заметить, что сама определяю-
щая функция не меняется, меняется только смысл координат, от которых она
зависит. Если 𝑧 является компактной координатой, то мы получим в точности
решение для KK5-монополя, локализованного за счет инстантонных поправок.
Таким образом, можно заключить, что двойная теория поля несет некоторую
информацию о непертурбативных свойствах струны. В случае монопольных
решений зависимость от дуальных координат появляется лишь на следующем
шаге для экзотических 5𝑏2-бран с 𝑏 = 2,3,4. Рассмотрим соответствующие ре-
шения подробнее.
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Q-монополь

Решение, соответствующее экзотической 52
2-бране получается из DFT-

монополя отождествлением координат:

𝑥µ = ( �̃�,𝑦1,𝑦2,𝑦3,𝑥
𝑟). (5.59)

Сравнивая (5.50) с разложением (5.48) с учетом смысла координат получаем
следующее 10-мерное фоновое пространство:

𝑑𝑠2 = η𝑟𝑠𝑑𝑥
𝑟𝑑𝑥𝑠 + 𝐻

𝐻2 + 𝐴2
3

(︂
(𝑑�̃� + 𝐴α𝑑𝑦α)2 + 𝑑𝑦2

3

)︂
+ 𝐻δαβ𝑑𝑦α𝑑𝑦β,

𝐵 =
𝐴3

𝐻2 + 𝐴2
3
(𝑑�̃� + 𝐴α𝑑𝑦α) ∧ 𝑑𝑦3,

𝑒−2(φ−φ0) =
𝐻

𝐻2 + 𝐴2
3
.

(5.60)

Здесь α,β = 1,2 нумеруют координаты 𝑦1,2. Заметим, что определяющая функ-
ция 𝐻 не меняется и при любой проекции зависит от всё тех же 𝑦1,𝑦2,𝑦3.
Однако, теперь координата 𝑦3 является дуальной, поэтому пишем

𝐻 = 1 + ℎ√︁
δαβ𝑦α𝑦β + (𝑦3)2

. (5.61)

Видно, что так определенное фоновое пространство 52
2-браны не страдает от

логарифмической расходимости в том же смысле, что и решение уравнений
стандартной супергравитации. Считая координату 𝑦3 компактной, получим
определяющую функцию для 52

2-браны, локализованной в дуальном про-
странстве за счет инстантонных поправок. Такое решение, локализованное в
направлениях 𝑦3,𝑧 было получено в работе [187]. Заметим однако, что при
локализации за счет инстантонных поправок на мировом листе, дуальная ко-
ордината оказывается компактной, и определяющая функция зависит от нее
через периодические функции, как в (5.38). В рассматриваемом формализме
дуальные координаты, вообще говоря, не являются периодическими. Удо-
влетворительная интерпретация такой зависимости в терминах стандартного
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подхода к динамике струны в настоящее время не известна. Наконец, разма-
зывая решение вдоль 𝑦3 получим логарифмическую зависимость:

𝐻 = 1 +
∞∑︁

𝑘=−∞

ℎ√︁
δαβ𝑦α𝑦β + (𝑦3 + 2π𝑘)2

≈ ℎ0 + ℎ log µ
ρ
,

(5.62)

где ρ2 = δαβ𝑦
α𝑦β. При этом для метрики, B–поля и дилатона имеем извест-

ные выражения (5.34)
Рассмотрим теперь подробнее свойства полного решения. Решение обла-

дает аксиальной симметрией, поскольку определяющая функция не зависит
от (геометрической) координаты 𝑦3. В таком случае удобно перейти к цилин-
дрическим координатам

𝑦1 = ρ cos θ,
𝑦2 = ρ sin θ.

(5.63)

Уравнения (5.51) принимают вид

ρ𝜕3𝐻 = 𝜕ρ𝐴θ − 𝜕θ𝐴ρ
0 = 𝜕3𝐴ρ − 𝜕ρ𝐴3,

ρ𝜕ρ𝐻 = 𝜕θ𝐴3 − 𝜕3𝐴θ.

(5.64)

С учетом фиксации калибровки div ®𝐴 = 0 уравнения сводятся к уравнению
Пуассона △ ®𝐴 = 0. Уравнения имеют тот же вид, что и для KK5-монополя, по-
этому решение имеет формально вид 𝑔𝑖𝑧 компоненты метрики Taub–NUT

𝐴θ = ℎ

(︄
1 − 𝑦3√︁

ρ2 + (𝑦3)2

)︄
, (5.65)

с разницей, что 𝑦3 — дуальная координата. Интересно, что в итоге решение
оказывается чисто метрическим, т.е. поле Калба–Рамона 𝐵 равно нулю. Мет-
рика имеет следующий вид:

𝑑𝑠2 = 𝐻−1
[︂ (︁
𝑑�̃� + 𝐴θ𝑑θ

)︁2 + 𝑑𝑦2
3

]︂
+ 𝐻

(︂
𝑑ρ2 + ρ2𝑑θ2

)︂
. (5.66)

Как и фоновое пространство KK5-монополя, полученное решение имеет Taub–
NUT сингулярность, которая оказывается координатной, если координата �̃�

компактна с определенным периодом. Поскольку мы стартовали с нелокали-
зованного монополя, будем считать, что условие выполнено.
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Интересно, что полученное пространство не обладает нетривиальной мо-
нодромией при обходе вокруг начала координат θ → θ + 2π. При этом, его
негеометричность выражена в явной зависимости от дуальных координат. Как
будет показано далее, именно такая зависимость дает ненулевой Q-флакс да-
же в отсутствии бивекторного поля β𝑚𝑛.

R-монополь

Возвращаясь к решениям уравнений стандартной супергравитации, за-
метим, что при размазывании решения для 52

2-браны с логарифмической
расходимостью получим решение 53

2-браны с определяющей функцией, имею-
щей линейную расходимость. Как обсуждалось выше, координаты замкнутой
струны на таком фоне оказываются некоммутативными, причем, ассоциатор
оказывается также неравным нулю. Как и прежде, инстантонные поправки ло-
кализуют решение в дуальных направлениях. На языке двойной теории поля
мы имеем следующее отождествление для геометрических координат:

𝑥µ = ( �̃�,𝑦1,𝑦2,𝑦3,𝑥
𝑟). (5.67)

В верхнетреугольной параметризации обобщенной метрики решение DFT-
монополя принимает вид

𝑑𝑠2 = η𝑟𝑠𝑑𝑥
𝑟𝑑𝑥𝑠 + 𝐻−1

(︂
𝑑�̃�2 + 𝑑ρ2 + ρ2𝑑θ2

)︂
+ 𝐻 (𝑑𝑦1)2,

βθ𝑧 = 𝐴θ = ℎ

(︄
1 − 𝑦1√︁

ρ̃2 + (𝑦1)2

)︄
,

𝑒−2(φ−φ0) = 1.

(5.68)

Здесь мы выбираем цилиндрическую систему координат в дуальном и обыч-
ном пространстве следующим образом:

𝑥2 = 𝑦2 = ρ cos θ, 𝑥2 = 𝑦2 = ρ̃ cos θ̃,
𝑥3 = 𝑦3 = ρ sin θ, 𝑥3 = 𝑦3 = ρ̃ sin θ̃.

(5.69)

Заметим, что радиус ρ̃ в плоскости дуальных координат (𝑥2,𝑥3) не является
дуальной координатой к радиусу ρ, поскольку инвариантная метрика более
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не является косо-блочно-диагональной, а условие проекции не записывается
в виде 𝜕ρ ⊗ 𝜕ρ̃ = 0. Видим, что решение зависит от двух дуальных и од-
ной геометрической координаты. Таким же образом можно получить решение
для 54

2-браны, которая является объектом коразмерности 0 с точки зрения
стандартной супергравитации, и соответствует постоянному фону. После ло-
кализации такое решение будет зависеть только от дуальных координат.

Обобщенный флакс

В терминах компонент флаксов, появляющихся в правой части коммута-
ционных соотношений для геометрических и дуальных координат замкнутой
струны, орбиту Т-дуальности (размазанной) NS5-браны можно представить в
виде следующей схемы:

𝐻𝑎𝑏𝑐 ←→ 𝑓 𝑎𝑏𝑐 ←→ 𝑄𝑎
𝑏𝑐 ←→ 𝑅𝑎𝑏𝑐. (5.70)

Поскольку эти тензоры имеют ненулевые компоненты только вдоль четырех
направлений, трансверсальных бране, будем для простоты отбрасывать шесть
оставшихся координат вдоль мирового объема.

Поднятие решений уравнений супергравитации до решений уравнений
двойной теории поля и локализации их в дуальных направлениях позволяет
вычислить флаксы для каждой из конфигураций прямым способом. Для на-
чала обратим внимание на решение KK5-монополя, которое является чисто
метрическим. Соответствующий флакс представлен коэффициентами анголо-
номии, определяемыми как

[𝑒𝑎,𝑒𝑏] = 𝑓𝑎𝑏
𝑐𝑒𝑐, (5.71)

где 𝑒𝑎 = 𝑒𝑎
𝑚𝜕𝑚 — базисные векторы, дуальные формам Маурера–Картана.

Поскольку решение DFT-монополя также формулируется только в терминах
(обобщенной) метрики, естественно определить обобщенные флаксы следу-
ющим образом:

[𝐸B,𝐸C]MC = F 𝐴
BC𝐸

M
A ,

[𝐸A,𝑑] = FA𝑑,
(5.72)
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что в компонентах дает

FABC = 2𝐸AM𝐸
N
[B𝜕N𝐸

M
C] − 𝐸

A
Mη
MNηKL𝜕N𝐸

K
[B𝐸
L
C] ,

FA = 𝜕M𝐸
M
A + 2𝐸MA 𝜕M𝑑.

(5.73)

Компоненты обобщенного репера в верхне- и нижнетреугольном базисе зада-
ны выражениями (5.41) и (5.40) соответственно.

Обобщенный флакс F𝐴𝐵C, или он же записанный в пространственных ин-
дексах FMN 𝐾 содержит все флаксы: (5.70)

[𝐸𝑎,𝐸𝑏]C = F𝑎𝑏𝑐𝐸𝑐 + F𝑎𝑏𝑐𝐸𝑐,
[𝐸𝑎,𝐸𝑏]C = −F𝑎𝑐𝑏𝐸𝑐 + F 𝑏𝑐

𝑎 𝐸𝑐,

[𝐸𝑎,𝐸𝑏]C = F𝑐𝑎𝑏𝐸𝑐 + F 𝑎𝑏𝑐𝐸𝑐.

(5.74)

В явном виде для компонент обобщенного флакса имеем:

F𝑎𝑏𝑐 = 3
[︁
∇[𝑎𝐵𝑏𝑐] − 𝐵𝑑 [𝑎∇̃𝑑𝐵𝑏𝑐]

]︁
,

F𝑎𝑏𝑐 = 2Γ[𝑎𝑏] 𝑐 + ∇̃𝑐𝐵𝑎𝑏 + 2Γ𝑙𝑐 [𝑎𝐵𝑏] 𝑙 + β𝑐𝑑F𝑑𝑎𝑏 ,
F𝑐𝑎𝑏 = 2Γ[𝑎𝑏] 𝑐 + 𝜕𝑐β𝑎𝑏 + 𝐵𝑐𝑑𝜕𝑙β𝑎𝑏 + 2F𝑑𝑐 [𝑎β𝑏]𝑑 − F𝑑𝑒𝑐β𝑑𝑎β𝑒𝑏 ,
F 𝑎𝑏𝑐 = 3

[︂
−β𝑑 [𝑎∇𝑑β𝑏𝑐] + ∇̃[𝑎β𝑏𝑐] + 𝐵𝑑𝑒∇̃𝑒β[𝑎𝑏β𝑐]𝑑 − β𝑑 [𝑎β𝑏|𝑒|∇̃𝑐]𝐵𝑑𝑒

]︂
+ β𝑎𝑑β𝑏𝑒β𝑐 𝑓F𝑑𝑒 𝑓 ,

F𝑎 = − ∇̃𝑏𝐵𝑎𝑏 − Γ𝑐𝑑𝑎𝐵𝑐𝑑 − Γ𝑐𝑎
𝑐 + 2𝐵𝑎𝑐∇̃𝑐𝑑 + 2∇𝑎𝑑 ,

F 𝑎 = − Γ𝑐𝑎𝑐 + ∇̃𝑐β𝑎𝑙𝐵𝑐𝑑 − Γ𝑑𝑎𝑏β
𝑏𝑐𝐵𝑐𝑑 − β𝑎𝑐∇̃𝑑𝐵𝑐𝑑 + 2∇̃𝑎𝑑 + 2β𝑎𝑐𝐵𝑐𝑑∇̃𝑑𝑑

+ 2β𝑎𝑏∇𝑏𝑑 − ∇𝑏β𝑎𝑏 − Γ𝑐𝑑
𝑎β𝑐𝑑,

(5.75)

где мы вводим следующие обозначения:

𝐵𝑎𝑏 = 𝑒𝑎
𝑚𝑒𝑏

𝑛𝐵𝑚𝑛, β𝑎𝑏 = 𝑒𝑚
𝑎𝑒𝑛

𝑏β𝑚𝑛,

𝜕𝑎 = 𝑒𝑎
𝑚𝜕𝑚, 𝜕𝑎 = 𝑒𝑚

𝑎𝜕𝑚,

∇𝑎𝐵𝑏𝑐 = 𝜕𝑎𝐵𝑏𝑐 + 2Γ𝑎[𝑏𝑙𝐵𝑐]𝑑, ∇̃𝑎𝐵𝑏𝑐 = 𝜕𝑎𝐵𝑏𝑐 − 2Γ𝑎𝑑 [𝑏𝐵𝑐]𝑑,
∇𝑎β𝑏𝑐 = 𝜕𝑎β

𝑏𝑐 − 2Γ𝑎𝑑 [𝑏β𝑐]𝑑, ∇̃𝑎β𝑏𝑐 = 𝜕𝑎β𝑏𝑐 + 2Γ𝑎[𝑏𝑑β𝑐]𝑑 .

(5.76)

Наконец, символы Γ𝑎𝑏𝑐 и Γ𝑎𝑏𝑐 определяются производными от репера по обыч-
ными и дуальным координатам:

Γ𝑎𝑏
𝑐 = 𝑒𝑎

𝑚𝜕𝑚𝑒𝑏
𝑛𝑒𝑐𝑛,

Γ𝑎𝑏𝑐 = 𝑒𝑎𝑚𝜕
𝑚𝑒𝑏𝑛𝑒𝑐

𝑛.
(5.77)
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Видим, что так определенные флаксы отличаются от обычных выражений
на члены, содержащие производные по дуальным координатам. Например,
F𝑎𝑏𝑐 содержит стандартный член 𝐻𝑎𝑏𝑐 = 3∇[𝑎𝐵𝑏𝑐] и квадратичное слагаемое
𝐵𝑑 [𝑎∇̃𝑑𝐵𝑏𝑐] . Для NS5-браны второе равно нулю и F𝑎𝑏𝑐 воспроизводит ожи-
даемый результат. То же верно для (локализованного) KK5-монополя. Для
экзотических же бран 5𝑏2 с 𝑏 = 2,3,4, фоновые поля которых содержат либо
зависимость от дуальной координаты, либо нетривиальное поле β𝑚𝑛, выраже-
ния выше служат определением флакса.

Вычислим компоненты обобщенного флакса для различных ориентаций
DFT-монополя. Для полноты картины начнем с потоков тензора напряженно-
сти поля Калба–Рамона, индуцированного солитонной NS5-браной:

H�̄�𝑎𝑏 = 2𝑒𝑧 �̄�𝑒𝑘𝑎𝑒𝑙𝑏𝜕[𝑘𝐴𝑙] , F 𝑎
𝑏𝑐 = −δ𝑎 [𝑏𝔣𝑐] , F𝑎 =

3
2 𝔣𝑎, (5.78)

где 𝔣𝑎 = 𝐻−1𝜕𝑎𝐻. Ожидаемо, решение H-монополя взаимодействует с магнит-
ным полем, заданным компонентами тензора H𝑧𝑘𝑙.

Для КК5-монополя поле Калба–Рамона равно нулю и под соответствую-
щим флаксом понимаются компоненты тензор неголономичности репера:

F 𝑎
𝑏𝑐 = 2𝑒𝑎𝑧𝑒𝑘𝑏𝑒𝑙 𝑐𝜕[𝑘𝐴𝑙] −

1
3δ

𝑎
[𝑏𝔣𝑐] , F𝑎 = −

3
2𝔣𝑎. (5.79)

Соответственно названию, КК-монополь взаимодействует с магнитным полем
F 𝑧

𝑖 𝑗, являющимся тензором напряженности для калибровочного потенциа-
ла 𝐴𝑖 = 𝑔𝑧𝑖.

Здесь следует отметить, что неравенство «тромбона» нулю не должно сму-
щать читателя, поскольку речь идет не о компонентах тензора погружения,
которые считаются постоянными, а о компонентах тензора напряженно-
сти. Разница в том, что в терминах тензора погружения говорят о схемах
размерной редукции, для которой действительно компактные внутренние
пространства не генерируют тромбон. Здесь же невозможность самосогла-
сованно получить уравнения движения из вариации некоторого действия с
ненулевым постоянным тромбоном. Напротив, в рассматриваемой ситуации,
говоря о тромбоне, имеем в виду определенные компоненты обобщенного
флакса, которые не являются постоянными. Соответствующая теория, явля-
ясь переписыванием двойной теории поля в других терминах, имеет хорошо
определенное действие и может иметь ненулевой тромбон. Та же ситуация с
исключительной теорией поля, рассматриваемой ниже.
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Рассмотрим теперь негеометрические решения, первое из которых, Q-
монополь, также является метрическим. Однако, поля теперь зависят от
дуальной координаты 𝑦3, что генерирует ненулевой Q-флакс:

𝑄ᾱ
3̄�̄� = εᾱβ̄𝐻

−1𝜕β̄𝐻, F ᾱ12 =
1
2ε

αβ𝐻−1𝜕β̄𝐻

𝑄ᾱ
β3 = −1

2δ
β̄
ᾱ𝐻
−3

2𝜕3𝐻, F 3̄
α3 =

1
2𝐻
−1𝜕ᾱ𝐻,

𝑄 �̄�
𝑧3 =

1
2𝐻
−3

2𝜕3𝐻, F �̄�
αβ = −εαβ𝐻−

3
2𝜕3𝐻,

F �̄�
α𝑧 =

1
2𝐻
−1𝜕ᾱ𝐻,

F 3̄ =
3
2𝐻
−3/2𝜕3𝐻 Fᾱ =

3
2𝐻
−1𝜕ᾱ𝐻.

(5.80)

Заметим, что здесь 𝜕3 является производной по дуальной координате. Видно,
что компоненты 𝑄ᾱ

3̄�̄� имеют тот же вид, что и для 52
2 решения уравнений стан-

дартной супергравитации. После размазывания вдоль дуальной координаты
𝑦3, единственной ненулевой компонентой будет 𝑄θ𝑧3 = ℎ.

Рассмотрим, наконец, R-монополь, характеризующийся ненулевым зна-
чением R-флакса:

𝑅�̄�αβ = εαβ𝐻−
3
2𝜕1𝐻, 𝑄 �̄�

𝑧α = 𝑄1̄
1α = −1

2𝐻
−1𝜕ᾱ𝐻,

F𝑎𝑏𝑐 = δ1
[𝑏δ𝑎

𝑐]𝐻−
3
2𝜕1𝐻, 𝑄ᾱ

βγ =
1
2ε

βγεαδ𝐻
−1𝜕δ̄𝐻,

𝑄1̄
𝑧α = εαβ𝐻−1𝜕β̄𝐻

F ᾱ =
3
2𝐻
−1𝜕ᾱ𝐻 F1̄ =

3
2𝐻
−3

2𝜕1𝐻,

(5.81)

где α,β = 2,3, а 𝜕α = 𝜕/𝜕𝑥α. В терминах бивекторного поля β𝑚𝑛 R-флакс может
быть записан в виде

𝑅�̄�αβ = −2 𝑒�̄� 𝑧𝑒ᾱα𝑒β̄β𝜕[αββ]𝑧, (5.82)

что согласовано с пониманием R-флакса, как негеометрического тензора на-
пряженности.
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5.2.2 Монополь SL(5)-теории и 6(3,1)-брана

Преобразование U-дуальности

Формализм, описанный выше, непосредственно обобщается на случай
исключительных теорий поля и позволяет получать решения, соответствую-
щие экзотическим бранам М-теории. Действительно, например, для SL(5)-
теории можно по аналогии ввести псевдоинтервал

𝑑𝑠2 =
1
2𝑀,𝐾𝐿𝑑𝕏

:𝑑𝕏𝐾𝐿

= 𝑀5𝑚,5𝑛𝑑𝑥
𝑚𝑑𝑥𝑛 + 2𝑀5𝑚,𝑘𝑙𝑑𝑥

𝑚𝑑𝕏𝑘𝑙 + 1
2𝑀𝑚𝑛,𝑘𝑙𝑑𝕏

𝑚𝑛𝑑𝕏𝑘𝑙,

(5.83)

и дополнительно к условию проекции правило отождествления четырех из
десяти координат 𝕏𝑀𝑁 с координатами на геометрическом подпространстве
расширенного пространства. Преобразуя геометрические координаты в негео-
метрические некоторым SL(5) преобразованием, получим орбиту для любого
решения. Однако, здесь есть существенное отличие с предыдущей карти-
ной, состоящее в том, что группы U-дуальности являются односвязными
и не содержат дискретной подгруппы факторизованных дуальностей. При
этом, исходя из преобразований 1/2БПС состояний максимальной алгебры су-
персимметрии естественным аналогом факторизованных Т-дуальностей будут
вейлевские отражения.

Рассмотрим конкретный пример реализации такого отражения, отоб-
ражающего КК6-монополь в негеометрическую 6(3,1)-брану, в рамках SL(5)-
теории. В качестве преобразования U-дуальности выберем

𝑇𝑚 −→ 𝑈𝑚
𝑛𝑇

𝑛, 𝑈𝑚
𝑛 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 −1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, (5.84)
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µ1 µ2 µ3 µ4

µ51−4

41

µ̃5

µ̃4 µ̃3 µ̃2 µ̃1

14

4̄−1

α12

α34

α23

α45

Рисунок 5.2 — Диаграмма весов фундаментального 5 и сопряженного
фундаментальному 5̄ представлений алгебры 𝔰𝔩(5). Веса объединены в

представления подгруппы SL(4) × GL(1) < SL(5), получаемой при удалении
корня α45. Старшими весами являются µ1 и µ̃5 соответственно. Действие
корней обозначено цветами в соответствии с легендой справа. Стрелки

обозначают понижение веса.

соответствующее преобразованию 𝑇123 в терминологии Главы 2.4 (см. формулу
(2.54)). Выбирая базис фундаментального представления в виде

µ1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
0
0
0
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, µ2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
1
0
0
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, µ3 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
0
1
0
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, µ4 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
0
0
1
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, µ5 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
0
0
0
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, (5.85)

получаем, что преобразование 𝑈 выше соответствует вейлевскому отражению
относительно корня α45, отображающему вес µ4 в µ5. В ω-базисе фундамен-
тальных весов координаты корней имеют вид:

α12 = (2, − 1,0,0),
α23 = (−1,2, − 1,0),
α34 = (0, − 1,2, − 1),
α45 = (0,0, − 1,2).

(5.86)

Здесь нижние индексы показывают номера базисных векторов фундаменталь-
ного представления, связанных действием соответствующего корня (см. Рис
5.2).
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Фоновое пространство 6(3,1)-браны

Аналогично предыдущей главе ограничимся действием дуальности в на-
правлениях трансверсальных к КК6-монополю. Считая вложение заданным
координатами (𝑥0, . . . ,𝑥6) вдоль мирового листа, координатами (𝑦1,𝑦2,𝑦3) в
перпендикулярном направлении и координатой 𝑧 вдоль специального цикла,
имеем следующее решение:

d𝑠2 = 𝑔µνd𝑥µd𝑥ν + ℎ𝑎𝑏d𝑦𝑎d𝑦𝑏,

𝑔µν = δµν, | |ℎ𝑎𝑏 | | =
[︄
𝐻δ𝑖 𝑗 + 𝐻−1𝐴𝑖𝐴 𝑗 𝐻−1𝐴𝑖

𝐻−1𝐴 𝑗 𝐻−1

]︄
,

𝐻 (𝑦) = 1 + ℎ
𝑟
, 𝑟2 = δ𝑖 𝑗𝑦

𝑖𝑦 𝑗.

(5.87)

Здесь индексы µ,ν = 0, . . . ,6; 𝑎,𝑏 = 1, · · · ,4, при этом 𝑖, 𝑗 = 1,2,3 и 𝑎 = (𝑖,𝑧). Его
поднятие до решения SL(5)-теорию задается вложением в Таблице 16.

𝑡 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6 𝕏15 𝕏25 𝕏35 𝕏45 𝕏𝑎𝑏

KK6 × × × × × × × • • • ⊙
Таблица 16 — Вложение КК6-монополя в расширенное пространство
SL(5)-теории. Координаты (𝑥µ,𝕏𝑎5) считаются геометрическими.

Под действием преобразования 𝑇123, задаваемого матрицей 𝑈 в выбран-
ном базисе, координаты преобразуются следующим образом:⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 𝕏12 𝕏13 𝕏14 𝕏15

−𝕏12 0 𝕏23 𝕏24 𝕏25

−𝕏13 −𝕏23 0 𝕏34 𝕏35

−𝕏14 −𝕏24 −𝕏34 0 𝕏45

−𝕏15 −𝕏25 −𝕏35 −𝕏45 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
−→

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 𝕏12 𝕏13 𝕏15 −𝕏14

−𝕏12 0 𝕏23 𝕏25 −𝕏24

−𝕏13 −𝕏23 0 𝕏35 −𝕏34

−𝕏15 −𝕏25 −𝕏35 0 𝕏45

𝕏14 𝕏24 𝕏34 −𝕏45 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

(5.88)
Удобно представить преобразование в виде

𝕏𝑖4 → 𝕏𝑖5, 𝕏𝑖5 → −𝕏𝑖4, (5.89)

формулируемоммнемоническим правилом 4↔ 5, что соответствует действию
корня α45.
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Как и в двойной теории поля, в исключительной теории обобщенный
репер может быть выбран в верхне– или в нижнетреугольной калибровке, что
соответствует параметризации обобщенной метрики в терминах 3-формы𝐶𝑚𝑛𝑘

или 3-вектора Ω𝑚𝑛𝑘. Для записи фонового пространства 6(3,1)-браны, дуальнй
KK6-монополю удобно использовать вторую параметризацию. Таким образом,
для преобразованной обобщенной метрики имеем

𝑚𝑀𝑁 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
δ𝑖 𝑗 + 𝐻−2𝐴𝑖𝐴 𝑗 0 𝐻−2𝐴𝑖

0 𝐻 0
𝐻−2𝐴 𝑗 0 𝐻−2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , (5.90)

что дает следующее фоновое пространство:

ℎ𝑎𝑏 = diag[𝐻−1,𝐻−1,𝐻−1,1],
Ω𝑖 𝑗4 = −ε𝑖 𝑗𝑘𝐴𝑘,
𝑒φ = 𝐻 −→ 𝑔µν = diag[𝐻, . . . , 𝐻].

(5.91)

Определяющая функция 𝐻 остается функцией координат 𝑦 𝑖, которые теперь
отождествляются с 𝕏𝑖4, что дает

𝐻 = 1 + ℎ√︁
(𝕏14)2 + (𝕏24)2 + (𝕏34)2

. (5.92)

Заметим, что переход от 𝐶–параметризации к Ω–параметризации может быть
интерпретирован, как переход от фона, воспринимаемого пробной замкнутой
мембраной к фону, воспринимаемому пробной открытой мембраной в пол-
ной аналогии с отображением Зайберга–Виттена [212, 213]. Однако, полного
понимания параметра Ω𝑚𝑛𝑘 в терминах некоммутативности или неассоциа-
тивности в литературе не достигнуто.

Видим, что полученное решение зависит только от дуальных координат
и, будучи размазанным вдоль дуальных направлений, оказывается постоян-
ным фоном с точки зрения обычной супергравитации. Тем не менее, можно
увидеть, что такой фон соответствует именно 6(3,1)-бране непосредственной
проверкой преобразования соответствующего 1/2БПС состояния, пользуясь
формулами Главы 2.4 и Главы 5.1. Для этого заметим, что в используемых здесь
обозначениях 11-е направление М-теории соответствует координате𝕏15, а ко-
ордината специального Taub–NUT цикла𝕏45 не преобразуется. Тогда для масс
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Таблица 17 — Вложение КК6-монополя и 6(3,1)-браны в расширенное
пространство. Точки обозначают направления, от которых зависит
гармоническая функция, знаком × обозначены направления мирового
объема, знаком ⊙ обозначены специальные квадратичные направления
(Taub-NUT цикл). Специальные кубические направление 6(3,1)-браны
соответствуют направлениям вдоль дуальных координат 𝕏𝑖4. Знаком ⊗
обозначены размазанные направления 6(3,1)-браны.

𝑡 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6 𝕏15 𝕏25 𝕏35 𝕏45 𝕏14 𝕏24 𝕏34 · · ·

KK6 × × × × × × × • • • ⊙

6(3,1) × × × × × × × ⊗ ⊗ ⊗ ⊙ • • •

1/2БПС состояний можем записать (предполагая редукцию вдоль ♯ = 7)

𝐾𝐾6 = 61 :
𝑅1𝑅2𝑅3𝑅4𝑅5𝑅6𝑅2

10
ℓ9

11
(5.93)

61
3 :

𝑅1𝑅2𝑅3𝑅4𝑅5𝑅6𝑅2
10

𝑔3
𝑠 ℓ

9
𝑠

(5.94)

6(2,1)3 :
𝑅1𝑅2𝑅3𝑅4𝑅5𝑅6𝑅3

8𝑅
3
9𝑅

2
10

𝑔3
𝑠 ℓ

15
𝑠

(5.95)

6(3,1) :
𝑅1𝑅2𝑅3𝑅4𝑅5𝑅6𝑅3

7𝑅
3
8𝑅

3
9𝑅

2
10

ℓ18
11

. (5.96)

Здесь состояние 61 редуцируется в 61
3 состояние IIA теории вдоль направления

7, далее две Т-дуальности вдоль 8 и 9 переводят его в состояние 6(2,1)3 , которое
является редукцией 6(2,1)3 вдоль 7. Соответствующая орбита помечена на Рис.
5.1 окружностями и пунктирной линией.

Обобщенный флакс

Флакс для потенциал 𝐴11,4,3, взаимодействующего с 6(3,1)-браной, нель-
зя определить в терминах стандартной супергравитации. С точки зрения
SL(5)-теории флакс принадлежит пространству 7-форм, принадлежащих муль-
типлетам 10, 15, 40 группы дуальности. Причем, ненулевыми компоненты в
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первых двух мультиплетах будут только для браны, локализованной в дуаль-
ном пространстве, что аналогично случаю локализованного KK5-монополя,
где 𝑓𝑎 ≠ 0. При разложении полной группы дуальности E11 ←↪ GL(7) × SL(5)
на геометрическую подгруппу и группу дуальности 4-тора, потенциалы, вза-
имодействующие с орбитой КК6-монополя представлены в виде 7-форм по
группе GL(7), принадлежащих мультиплетам 5 ⊕ 45 ⊕ 70 группы SL(5). При-
чем, мультиплеты 5 и 45 соответствуют корням 𝐸11 отрицательной и нулевой
длины соответственно и, по определению, не считаются взаимодействующими
с браной в стандартном подходе [9, 100, 214, 64]. Тогда в линейном прибли-
жении имеем для флаксом в точности компоненты в 10, 15, 40:

𝜕(10)𝐴µ1...µ7
(5) −→ F (10) + F (40) ⇐⇒ (θ𝑀𝑁 , 𝑍

𝑀𝑁,𝐾),
𝜕(10)𝐴µ1...µ7

(45) −→ F (10) + F (15) ⇐⇒ (θ𝑀𝑁 , 𝑌𝑀𝑁),
𝜕(10)𝐴µ1...µ7

(70) −→ F (10) + F (40) ⇐⇒ (𝑍𝑀𝑁,𝐾).
(5.97)

Где представления 10 и 10 считаем эквивалентными, поскольку в линейном
приближении фоновая метрика 𝑚𝑀𝑁 используется для опускания и поднима-
ния индексов.

Вычислим явно компоненты обобщенного флакса для полученного ре-
шения. В SL(5) исключительной теории поля обобщенный флакс имеет те же
неприводимые представления, что и тензор погружения максимальной 𝐷 = 7
супергравитации (включая тромбон) и может быть записан следующим об-
разом:

Θ𝑘�̄�,�̄�
�̄� = δ�̄�[𝑘𝑌�̄�]�̄� −

10
3 δ

�̄�

[𝑘θ�̄�]�̄� − 2ε𝑘�̄��̄�𝑝𝑞𝑍𝑝𝑞,�̄� +
1
3θ𝑘�̄�δ

�̄�
�̄� . (5.98)

В терминах компонент обобщенного репера 𝑉�̄�𝑚 в представлении 5, неприво-
димые компоненты имеют вид [130]:

10 : θ�̄��̄� =
1

10
(︂
𝑉𝑘𝑘𝜕�̄��̄�𝑉

𝑘
𝑘 − 𝑉𝑘𝑘𝜕𝑘[�̄�𝑉𝑘�̄�]

)︂
,

15 : 𝑌�̄��̄� = 𝑉
𝑘
𝑘𝜕𝑘(�̄�𝑉

𝑘
�̄�) ,

40 : 𝑍�̄��̄�,𝑝 = − 1
24

(︂
ε�̄��̄��̄� �̄�𝑘𝑉 𝑝

𝑡𝜕�̄� �̄�𝑉
𝑡
𝑘 + 𝑉 [�̄�|𝑡𝜕�̄� �̄�𝑉 𝑡𝑘ε|�̄�] �̄� �̄�𝑘𝑝

)︂
,

(5.99)

где мы обозначаем производные 𝜕�̄��̄� := 𝑉𝑚�̄�𝑉
𝑛
�̄�𝜕𝑚𝑛.
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Вычислим ненулевые компоненты такого обобщенного флакса для КК6-
монополя и 6(3,1)-браны. Для монополя имеем:

θ5𝑎 = −
1
4𝑒

𝑎
𝑎𝐻
−2𝜕5𝑎𝐻 =

2
3 𝑓𝑏�̄�

𝑏,

𝑌5𝑎 = −
1
4𝑒

𝑎
𝑎𝐻
−2𝜕5𝑎𝐻 =

2
3 𝑓𝑏�̄�

𝑏,

𝑍𝑎𝑏,𝑐 = −5𝐻 1
2ε𝑎𝑏𝑑𝑒 𝑓𝑑𝑒

𝑐 − 5𝐻 1
2ε𝑐𝑑𝑒[𝑎 𝑓𝑑𝑒

𝑏] .

(5.100)

В соответствии с общей теорией видим, что только вклад от компонент тензора
неголономичности оказывается ненулевым. Подставляя решение для КК6-
монопля, получаем, что ненулевыми компонентами флакса в представлении
20 являются

𝑍4[ �̄�, �̄�] = −5𝐻 1
2 𝑒�̄� 𝑖𝑒

�̄�
𝑗ε
𝑖 𝑗𝑘𝜕𝑘𝐻,

𝑍4�̄�,4 = 15𝐻−1
2 𝑒�̄� 𝑖𝜕𝑖𝐻.

(5.101)

При преобразовании U-дуальности 𝑈123 такие компоненты переходят в
𝑄 [4,𝑖] ∈ 6(𝑍)−2 и 𝐿𝑖 ∈ 4(𝑍)−7 , генерируемые 6(3,1)-браной. Вычисляя компоненты
обобщенного флакса для негеометрического решения, ожидаемо имеем:

6 : θ𝑎𝑏 =
1
4𝑒

4
[𝑎𝑒

𝑎
𝑏]𝐻
−1𝜕𝑎4𝐻 = δ4

[𝑎𝑄𝑏],4,

10 : 𝑌𝑎𝑏 =
1
4𝑒

4
(𝑎𝑒

𝑎
𝑏)𝐻
−1𝜕𝑎4𝐻 = δ4

(𝑎𝑄𝑏),4,

6−2 : 𝑍5[𝑎,𝑏] = 5ε𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒4
[𝑐𝑒

𝑎
𝑑]𝐻
−1𝜕𝑎4𝐻 = −20ε𝑎𝑏𝑐4𝑄𝑐,4,

4−7 : 𝑍5𝑎,5 =
15
2 𝑒𝑎𝑎ε

𝑎𝑏𝑐𝑑𝐴𝑏𝜕𝑐𝑑𝐻
−1 = 𝐿𝑎.

(5.102)

Рассматривая исключительные теории с большей группой симметрий и,
следовательно, расширенным пространством большей размерности, можно
получить решения, которые оказываются локализованными в обычном про-
странстве, и их размазывание в дуальном пространстве дает нетривиальные
решения супергравитации. Для E7(7) теории такие решения были рассмотрены
автором с коллегами в работе [206] и представлены в диссертации Р. Отсуки,
доступной по ссылке [210].
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5.3 Эффективное действие для DFT-монополя

Рассмотренное выше решение DFT-монополя имеет естественную ин-
терпретацию в терминах некоторого объекта, динамика которого задается
в полном расширенном пространстве, но разные вложения которого для
геометрического наблюдателя выглядят, как разные браны, принадлежащие
орбите 50

2 − . . . − 54
2. Действительно, поднимая полное решение NS5-браны

до решения уравнений двойной теории поля, видим, что конструкция ока-
зывается полностью симметричной относительно выбора способа вложения
в удвоенное пространство четырехмерного подпространства, от координат
которого зависит функция 𝐻, (см. Таблицу 18). Поскольку источником ре-
Таблица 18 — Вложение определяющей функции для полностью
локализованных решений. Точка обозначает направление, от которого
зависит определяющая функция, знак × обозначает направление, от
которого функция не зависит.

𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4
NS5 • • • • × × × ×
KK5 × • • • • × × ×
52

2 × × • • • • × ×
53

2 × × × • • • • ×
54

2 × × × × • • • •

шения для NS5-браны является фундаментальный объект теории, магнитно
дуальный фундаментальной струне, то же должно быть верно и для осталь-
ных решений, принадлежащих орбите. Действие для KK5-монополя в теории
IIA было получено в работе [215] путем двойной размерной редукции дей-
ствия для KK6-монополя, которое в свою очередь было получено в той же
работе из симметрийных соображений. В работе [216] преобразованием
Т-дуальности действия КК5А-монополя было получено действие для NS5B-
браны, которое оказалось S–дуальным известному действию D5-браны, как и
ожидалось. Продолжая цепочку преобразований Т-дуальности, в работах [140,
217] были предъявлены эффективные действия для 52

2– и 53
2-бран и проана-

лизированы их взаимодействия с экзотическими потенциалами в линейном
приближении. Единое ковариантное описание действия для всей орбиты
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было сформулировано автором совместно с К. Блэром в работе [218]. Полу-
ченное эффективное действие может быть интерпретировано как действие
одного объекта, аналогичного калуца–кляйновскому монополю, динамика
которого формулируется в полном удвоенном пространстве. Действие для
КК5А-монополя характеризуется вектором Киллинга, направление которого
в ковариантной формулировке не задано, а симметрия GL(10) объемлющего
пространства формально не нарушена. Совместное решение уравнений дви-
жения КК5А-монополя и уравнений супергравитации приводит к известным
фоновым полям, не зависящим от одной координаты.

Из симметрийных соображений, представленных в Таблице 18, есте-
ственно строить действие для ковариантного объекта по аналогии с действием
для KK5-монополя, но в расширенном пространстве. Такой объект обладает на-
бором из 10 обобщенных векторов Киллинга 𝑘M𝑎 , удовлетворяющих свойству

𝑘M𝑎 𝑘N𝑏 ηMN = 0, (5.103)

напоминающему по форме условие проекции. Дополнительно требуется

𝑇M1...M10 = ε𝑎1...𝑎10𝑘𝑎1
M1 . . . 𝑘𝑎10

M10 ≠ 0, (5.104)

где индексы 𝑎,𝑏 = 1, . . . ,10 нумеруют обобщенные вектора Киллинга.
Совместное решение этих двух условий ограничивает обобщенные век-
тора Киллинга так, что можно выбрать набор из 𝑝 векторов Киллинга в
геометрическом пространстве и 𝑞 = 10 − 𝑝 в дуальном пространстве, при-
чем, направления не должны быть взаимно дуальными. Решая совместные
уравнения для DFT-монополя и двойной теории поля, получим полевую кон-
фигурацию, с зависимостью только от 20 − 10 − 6 = 4 координат. Здесь выбор
калибровки дополнительно фиксирует шесть изометрических направлений
вдоль мирового объема объекта. В зависимости от выбора векторов Кил-
линга получаем зависимость от геометрических или дуальных координат.
Например, пусть решение условий выбрано в виде

𝑘𝑎
M = (0; 𝑘𝑎𝑚), (5.105)

то есть, объект характеризуется десятью обобщенными векторами Киллинга
вдоль дуальных направлений. Соответствующее решение полных уравнений
не будет иметь зависимости от дуальных координат, характеризуясь только
функциями, зависящими от четырех геометрических координат. Естественно
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ожидать, что такой выбор соответствует NS5-бране. Альтернативно выберем
девять векторов вдоль дуальных направлений и один вектор вдоль геометри-
ческого направления

𝑘𝑎
M = (0; 𝑘𝑎𝑚), 𝑎 = 1, . . . ,9,

𝑘10
M = (𝑘𝑚; 0).

(5.106)

Решением будет конфигурация, зависящая от трех геометрических координат
и от одной дуальной координаты, то есть, локализованный KK5-монополь. Как
показано в работе [218] и проиллюстрировано ниже, само действие повто-
ряет действие для KK5-монополя, полученное в [216], но решая уравнения,
совместные с двойной теорией поля, а не стандартной супергравитацией и
отождествляя дополнительное скалярное поле на мировом объеме с дуальной
координатой, получаем локализованное решение.

Рассмотрим построение инвариантого действия для DFT-монополя более
подробно, начиная со стандартной формулировки действия для NS5B-браны.
Подход для построения действия для орбиты NS5B– и NS5A-бран кардиналь-
но отличается, поскольку во втором случае полевой состав теории на мировом
объеме включает самодуальную 2-форму. В литературе представлены раз-
личные подходы к эффективному действию для такой системы, в основном,
фокусирующиеся на действии для М5-браны, которое воспроизводит действие
для NS5A-браны при размерной редукции [219, 220, 59, 221, 222, 223]. Обсуж-
дение эквивалентности различных подходов можно найти в работе [224] и в
обзоре [225]. Далее мы не будем возвращаться к вопросу теории самодуаль-
ных форм, фокусируясь на орбите NS5B-браны.

5.3.1 Действие для NS5B-браны

Тогда как исторически действие для NS5B-браны было получено раз-
мерной редукцией и последующей Т-дуализацией действия для КК6-монополя
М-теории, удобнее его получить S-дуальностью эффективного действия для
D5-браны. Кинетическое действие для Dp-браны (бозонной теории струн) бы-
ло получено в работе [226] в качестве действия нелинейной электродинамики,
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описывающего взаимодействие концов открытых струн с абелевым вектор-
ным полем (полем Борна–Инфельда). Позднее, в работе [227] действие DBI
для D-браны было получено интегрированием струнных мод открытой струны,
описываемой сигма–моделью со смешанными граничными условиями. Обо-
значим 𝐴 = 𝐴𝑖𝑑σ

𝑖, 𝑖 = 0,1, . . . ,𝑝 — потенциал на мировом объеме Dp-браны,
взаимодействующий с концом открытой струны, его тензор напряженности
𝐹 = 1

2𝐹𝑖 𝑗𝑑σ
𝑖∧𝑑σ 𝑗 = 𝑑𝐴. Тогда DBI действие для Dp-браны имеет следующий вид:

𝑆
𝐷𝑝

𝐷𝐵𝐼 = −𝑇𝑝
∫

𝑑 𝑝+1σ𝑒−φ
√︃
− det(𝐺𝑖 𝑗 + F𝑖 𝑗), (5.107)

где F𝑖 𝑗 = 𝐹𝑖 𝑗 + 𝐵𝑖 𝑗, 𝐺𝑖 𝑗 = 𝜕𝑖𝑋
𝑚𝜕 𝑗𝑋

𝑛𝐺𝑚𝑛, 𝐵𝑖 𝑗 = 𝜕𝑖𝑋
𝑚𝜕 𝑗𝑋

𝑛𝐵𝑚𝑛—индуцированные
метрика и В-поле на мировом объеме, 𝐺 = det𝐺𝑖 𝑗. Здесь для удобства мы счи-
таем множитель 2πα′ = 1, который впоследствии может быть восстановлен по
размерным соображениям. Видим, что натяжение действительно пропорцио-
нально обратной степени 𝑔𝑠 = 𝑒⟨φ⟩, в соответствии с классификацией 1/2БПС
состояний.

Dp-брана взаимодействует с RR полями теории супергравитации типа II.
В литературе присутствует как минимум три соглашения относительно RR по-
тенциалов: 1) потенциалы, соответствующие возбуждениям замкнутых струн;
2) потенциалы, преобразующиеся ковариантно при S-дуальности; 3) потен-
циалы, преобразующиеся, как компоненты O(10,10) спинора под действием
Т-дуальности. Ниже мы будем использовать первые и третьи соглашения,
используя обозначения 𝐶𝑝 и C𝑝 соответственно. Для последовательности изло-
жения начнем с низкоэнергетического действия для замкнутой струны типа II,
выраженного в терминах потенциалов 𝐶𝑝. Нас здесь интересует теория типа
IIB, однако, все выражения повторяются для типа IIA с минимальными изме-
нениями. Таким образом, имеем

𝑆𝐼 𝐼𝐵 = κ

∫
𝑒−2φ

(︂
∗ 𝑅 + 1

4𝑑φ ∗ 𝑑φ +
1
2𝐻3 ∧ ∗𝐻3

)︂
,

+ 1
2𝐺1 ∧ ∗𝐺1 +

1
2𝐺3 ∧ ∗𝐺3 +

1
4𝐺5 ∧ ∗𝐺5 −

1
2𝑑𝐶2 ∧ 𝑑𝐶4 ∧ 𝐵2,

(5.108)

где тензоры напряженности определены следующими соотношениями

𝐻3 = 𝑑𝐵2,

𝐺𝑝+1 = 𝑑𝐶𝑝 + 𝐻3 ∧ 𝐶𝑝−2,

𝐺5 = ∗𝐺5,

(5.109)
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и являются инвариантными относительно калибровочных преобразований

δ𝐵2 = 𝑑Λ1,

δ𝐶𝑝 = 𝑑λ̃𝑝−1 + 𝐻3 ∧ λ̃𝑝−3.
(5.110)

Тильда над параметром преобразования λ̃𝑝 введена для последующего удоб-
ства.

Полевой состав теории типа IIB включает RR потенциалы, представ-
ленные только формами четного ранга 𝐶2𝑝, калибровочное преобразование
которых включает NS-NS поле 𝐻3. Поэтому наивное действие взаимодействия
Dp-браны с потенциалом 𝐶𝑝+1 вида 𝑆𝐷𝑝𝑊𝑍 = 𝑇𝑝

∫
𝐶𝑝+1 не является калибровочно

инвариатным. Несложно проверить, что правильным инвариантным выраже-
нием является

𝑆
𝐷𝑝

𝑊𝑍 =

∫
(𝑒F2𝐶)

���
𝑝+1

. (5.111)

Здесь подынтегральное выражение представляет собой ограничение формаль-
ной суммы форм разного ранга на 𝑝 + 1-форму, т.е.

(𝑒F2𝐶)
���
𝑝
= 𝐶𝑝 + F2 ∧ 𝐶𝑝−2 +

1
2F2 ∧ F2 ∧ 𝐶𝑝−4 + . . . . (5.112)

Действительно, калибровочное преобразование вектора Борна–Инфельда
δ𝐴1 = −Λ1 гарантирует инвариантность тензора напряженности F2 от-
носительно Λ1. Преобразования разных членов в сумме относительно λ̃𝑝
компенсируют друг друга. Такая форма действия Весса–Зумино естественно
предлагает введение потенциалов

C = 𝑒𝐵2𝐶, (5.113)

которые преобразуются как компоненты O(10,10) спинора при Т-дуальности
(см. например [228]).

В выбранных обозначениях преобразования S-дуальности имеют следу-
ющий вид:

τ→ −1
τ
, 𝐵2 → −𝐶2,

𝐶2 → 𝐵2, 𝐺 → |τ| 𝐺,
𝐶4 → 𝐶4 + 𝐶2 ∧ 𝐵2, 𝐴1 → −𝑐1,

𝐶6 → −𝐵6 +
1
2𝐵2 ∧ 𝐶2 ∧ 𝐶2,

(5.114)
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где аксиодилатон обозначен τ = 𝐶 (0) + 𝑖𝑒−φ. Действие для D5-браны при таком
преобразовании дает действие NS5-браны. Для кинетической части действия
имеем

𝑆𝑁𝑆5𝐵
𝐷𝐵𝐼 = −𝑇5

∫
𝑑6σ𝑒−2φ√︁1 + 𝑒2φ(𝐶0)2

⌜⃓⎷
− det

(︄
𝐺𝑖 𝑗 −

𝑒φ√︁
1 + 𝑒2φ(𝐶 (0))2

G𝑖 𝑗

)︄
,

(5.115)
где G𝑖 𝑗 = 2𝜕[𝑖𝑐 𝑗] +𝐶𝑖 𝑗 — образ F𝑖 𝑗. Натяжение NS5-браны связано с натяжением
D5-браны 𝑇𝑁𝑆5 = 𝑔−1

𝑠 𝑇𝐷5. Очевидно, полученное действие остается инвариант-
ным относительно калибровочных преобразований (5.110).

5.3.2 RR сектор в демократической формулировке

Потенциалом RR сектора старшей степени, с которым взаимодействует
D5-брана является 𝐶6-форма. При этом, в стандартной формулировке в су-
пергравитации типа IIB (5.108) присутствуют только потенциалы 𝐶0, 𝐶2, 𝐶4.
Потенциал 𝐶6 является магнитно дуальным потенциалу 𝐶2, что означает, что
D5-брана является магнитным партнером D1–струны. Именно поэтому соот-
ветствующее состояние образует дублет по S-дуальности вместе с NS5-браной,
как D1 образует дублет с F1–струной. В демократической формулировке
супергравитации присутствуют все потенциалы, как электрические, так и маг-
нитные. При этом уравнения для электрических потенциалов оказываются
тождествами Бьянки для магнитных потенциалов, и наоборот. Покажем это
на примере теории типа IIB, действие которой в стандартной формулировке
имеет вид (5.108). Запишем уравнения для потенциалов 𝐶0, 𝐶2, 𝐶4, следую-
щие из этого действия:

𝑑 ∗ 𝐺1 − 𝐻3 ∧ ∗𝐺3 = 0,

𝑑 ∗ 𝐺3 −
1
2𝐻3 ∧ ∗𝐺5 +

1
2𝑑𝐶4 ∧ 𝐻3 = 0,

𝑑 ∗ 𝐺5 − 𝑑𝐶2 ∧ 𝐻3 = 0.

(5.116)

Дополнительно накладывается условие самодуальности 𝐺5 = ∗𝐺5, с учетом
которого второе уравнение выше можно записать в виде тождества Бьянки

𝑑
(︁
∗ 𝐺3 + 𝐻3 ∧ 𝐶4

)︁
= 0. (5.117)
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В локальной карте такое уравнение имеет решение ∗𝐺3+𝐻3∧𝐶4 = −𝑑𝐶6, опре-
деляя потенциал, магнитно дуальный 𝐶2. Тогда уравнение на 𝐶0 тоже может
быть записано в виде тождества Бьянки

0 = 𝑑 ∗ 𝐺1 − 𝐻3 ∧ ∗𝐺3 = 𝑑 ∗ 𝐺1 + 𝐻3 ∧ 𝑑𝐶6

= 𝑑
(︁
∗ 𝐺1 − 𝐻3 ∧ 𝐶6

)︁
,

(5.118)

которое локально определяет магнитный потенциал 𝐶8. Наконец, с учетом са-
модуальности уравнение для ∗𝐺5 эквивалентно тождествам Бьянки для 𝐺5

𝑑 ∗ 𝐺5 = 𝑑𝐺5 = −𝐻3 ∧ 𝑑𝐶2. (5.119)

В итоге имеем набор электрических и магнитных потенциалов 𝐶𝑝 и соответ-
ствующих инвариантных тензоров напряженности

𝐺𝑝+1 = 𝑑𝐶𝑝 + 𝐻3 ∧ 𝐶𝑝−2, 𝑝 = 0,2,4,6,8. (5.120)

В таком демократическом формализме уравнения движения и тождества
Бьянки могут быть записаны в единой форме тождеств Бьянки и условий элек-
тромагнитной дуальности

𝑑𝐺𝑝 = −𝐻3 ∧ 𝐺𝑝−2,

∗𝐺𝑝 = (−1)
𝑝−1

2 𝐺10−𝑝, 𝑝 = 1,3,5,7.
(5.121)

Соответствующее псевдодействие имеет лаконичный вид:

𝑆𝑑𝑒𝑚𝐼𝐼𝐵 =

∫ 1
2𝑒
−2φ𝐻 ∧ ∗𝐻 + 1

4
∑︁
𝑝

𝐺𝑝 ∧ ∗𝐺𝑝. (5.122)

Заметим, что выражение выше является именно псевдодействием, поскольку,
накладывая условия дуальности, получим тождественный ноль для RR сек-
тора. При этом, псевдодействие инвариантно относительно калибровочных
преобразований (5.110).

Как уже отмечалось выше, поля 𝐶𝑝 не преобразуются ковариантно
относительно Т-дуальности, тогда как поля C = 𝑒𝐵2𝐶 преобразуются как
компоненты O(10,10) спинора. Соответствие между компонентами форм и
компонентами спинора устанавливается стандартным способом. Определим
O(𝑑,𝑑) гамма-матрицы

{ΓM ,ΓN } = 2ηMN . (5.123)
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С учетом блочной косодиагональности инвариатного тензора ηMN комму-
тационные соотношения на ψM = 1/

√
2ΓM имеют вид соотношений на

фермионные операторы рождения и уничтожения

{ψ𝑚,ψ
𝑛} = δ𝑚𝑛. (5.124)

Определим клиффордов вакуум |0⟩ соотношениемψ𝑚 |0⟩ = 0, тогда для набора
p-форм C𝑝 можем определить спинор

C =
∑︁ 1

𝑝!C𝑚1...𝑚𝑝
ψ𝑚1 . . .ψ𝑚𝑝 |0⟩. (5.125)

Как было показано в работе [228], соответствующий ковариантный тензор
напряженности Γ𝑚𝜕MC определяет действие для RR сектора двойной теории
поля. Ниже мы будем пользоваться именно таким определением клиффордо-
ва вакуума.

Рассмотрим теперь уравнения для поля Калба–Рамона 𝐵2, которые в
демократическом формализме также могут быть записаны в виде тождеств
Бьянки:

𝑑
(︂
𝑒−2φ ∗ 𝐻3 −

1
2𝐶0 ∧ 𝐺7 +

1
2𝐶2 ∧ 𝐺5 −

1
2𝐶4 ∧ 𝐺3 +

1
2𝐶6 ∧ 𝐺1

)︂
= 0, (5.126)

определяющих дуальный потенциал 𝐷6. Электромагнитная дуальности и тен-
зор напряженности 𝐻7 тогда задаются следующими уравнениями

− 2𝑒−2φ ∗ 𝐻3 = 𝐻7 = 𝑑𝐷6 + 𝐶0 ∧ 𝐺7 − 𝐶2 ∧ 𝐺5 − 𝐶6 ∧ 𝐺1. (5.127)

Потенциал 𝐷6 электрически взаимодействует с NS5-браной и магнитно с фун-
даментальной струной. Требование калибровочной инвариантности тензора
напряженности 𝐻7 однозначно фиксирует вид калибровочных преобразова-
ний потенциала 𝐷6, которые включают как собственный калибровочный
параметр Λ5, так и калибровочные параметры λ̃𝑝 RR сектора

δ𝐷6 = 𝑑Λ5 + λ̃1 ∧ 𝐺5 − λ̃3 ∧ 𝐺3 + λ̃5 ∧ 𝐺1. (5.128)

По этой причине наивное действие Весса–Зумино 𝑆𝑁𝑆5𝐵
𝑊𝑍(0) ∼

∫
𝑁𝑆5 𝐷6 не является

калибровочно инвариантным и преобразуется как

δ𝑆𝑁𝑆5𝐵
𝑊𝑍(0) ∼

∫
λ̃1 ∧ 𝐺5 − λ̃3 ∧ 𝐺3 + λ̃5 ∧ 𝐺1. (5.129)

Здесь мы считаем NS5-брану бесконечной и не учитываем граничные члены.
Как и для Dp-браны действие Весса–Зуминоможет быть сделано калибровочно
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инвариантным путем введения дополнительных полей 𝑐𝑝 на мировом объеме.
Действительно, добавляя члены вида 𝑑𝑐𝑝 ∧ 𝑑λ̃4−𝑝 можем переписать калибро-
вочное преобразование наивного действия в виде:

δ𝑆𝑁𝑆5𝐵
𝑊𝑍(0) ∼

∫
𝐶0 ∧

(︂
𝑑λ̃5 + 𝐻3 ∧ λ̃3

)︂
−

(︁
𝑑𝑐1 + 𝐶2

)︁
∧

(︂
𝑑λ̃3 + 𝐻3 ∧ λ̃1

)︂
+

(︁
𝑑𝑐3 + 𝐶4 + 𝐻3 ∧ 𝑐1

)︁
∧ 𝑑λ̃1

=

∫
G0 ∧ δ𝐶6 − G2 ∧ δ𝐶4 + G4 ∧ δ𝐶2.

(5.130)

Здесь мы определяем инвариантные тензоры напряженности для полей 𝑐𝑝 и
соответствующие калибровочные преобразования следующим образом:

G𝑝 = 𝑑𝑐𝑝−1 + 𝐻3 ∧ 𝑐𝑝−3 + 𝐶𝑝,
δ𝑐𝑝 = −λ̃𝑝.

(5.131)

Таким образом, калиброчно инвариантное действие Весса–Зумино для NS5-
браны может быть записано в виде

𝑆𝑁𝑆5𝐵
𝑊𝑍 ∼

∫
𝐷6 − G0 ∧ 𝐶6 + G2 ∧ 𝐶4 − G4 ∧ 𝐶2 + . . . , (5.132)

где многоточие означает возможные дополнительные члены, которые сами по
себе калибровочно инвариантны и не могут быть фиксированы проведенным
анализом. При этом, однако, все такие члены обязаны быть записаны в терми-
нах G𝑝 и RR потенциалов. Такое ограничение следует из смысла потенциалов
𝑐𝑝, которые взаимодействуют с границами Dp-бран, оканчивающихся на NS5-
бране. В частности, из соображений симметрии добавляют слагаемое G6 ∧𝐶0.

В работах [173, 172] дуализация двойной теории поля рассмотрена бо-
лее подробно, в частности, получены выражения для дуальных потенциалов
в линейном приближении. Интересно, что потенциалы 𝐷𝐴𝐵 и 𝐷 не соответ-
ствуют 1/2БПС фундаментальным объектам, но являются вспомогательны-
ми полями, необходимыми для обеспечения калибровочной инвариантности
действия Весса–Зумино. Потенциалы, взаимодействующие с бранами, натя-
жением пропорциональным 𝑔−2

𝑠 были подробно рассмотрены в работе [94].
Более подробный анализ тождеств Бьянки двойной теории поля и интерпре-
тация ненулевой правой части, пропорциональной дельта–функции Дирака,
представлены в работе автора [171]. Подробнее к вопросу взаимодействия
DFT-монополя с потенциалом 𝐷𝐴𝐵𝐶𝐷 и интерпретации его компонент в терми-
нах потенциалов смешанной симметрии мы вернемся в Главе 5.3.
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При Т-дуальности потенциал 𝐷6, взаимодействующий с NS5-браной, пе-
реходит в потенциал смешанной симметрии 𝐷(7,1), взаимодействующий с
KK5-монополем. И далее в 𝐷(8,2), 𝐷(9,3), 𝐷(10,4), взаимодействующие с бранами
52

2, 53
2, 54

2 соответственно. Такие потенциалы при Т-дуальности преобразуют-
ся как компоненты 𝑝-формы 𝐷𝑝,𝑀1,...,𝑀𝑚

, принимающей значения в O(𝑑,𝑑)
антисимметричных тензорах ранга 𝑚. Эту же картину мы наблюдали при
анализе решения DFT-монополя. Более подробно структура взаимодействия
DFT-монополя с такими ковариантными потенциалами будет проанализиро-
вана ниже.

5.3.3 Ковариантное DBI действие

Ковариантный заряд и общее выражение

Анализ решения DFT-монополя показал, что с соответствующим объ-
ектом естественным образом ассоциируются десять обобщенных векторов
Киллинга, в зависимости от направления которых в удвоенном простран-
стве воспроизводится то или иное решение на орбите NS5-браны. Такие
обобщенные симметрии, определяемые векторами Киллинга, будут централь-
ным объектом при построении эффективного действия для DFT-монополя. А
именно, в терминах обобщенных векторов Киллинга 𝑘M𝑎 будут определяться
заряды браны, проекции полей на мировом объеме и главное слагаемое в дей-
ствии Весса–Зумино. Конкретнее, определим тензорный 𝑇𝑀1...𝑀10 и спинорный
|λ𝑏⟩ заряды DFT-монополя следующим образом:

𝑇M1...M10 = ε𝑎1...𝑎10𝑘M1
𝑎1 . . . 𝑘

M10
𝑎10 ,

𝑘𝑎
MΓM |λ𝑏⟩ = 0,

1
25 ⟨λ𝑏 |Γ

M1...M10 |λ𝑏⟩ = 𝑇M1...M10 .

(5.133)

Спинорный заряд |λ𝑏⟩, который эквивалентно будем обозначать λ𝑏, опуская
бра и кет символы, определяется второй строкой выше. Третья строка опре-
деляет общую нормировку спинорного заряда. Заметим, что бозонный заряда
DFT-монополя определяет его взаимодействие с NS-NS потенциалом, тогда как
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спинорный заряд определяет взаимодействие с полями RR сектора и полями
𝑐𝑝, взаимодействующими с концами Dp-бран. Поскольку λ𝑏 преобразуется как
O(10,10) спинор, результирующие выражения будут полностью инвариантны-
ми. На обобщенные вектора Киллинга накладывается алгебраическое условие

𝑘𝑎
M𝑘𝑏

NηN = 0, (5.134)

являющееся отражением условия проекции низкоэнергетической теории. То-
гда общее выражение для спинорного заряда имеет вид

|λ𝑏⟩ = α𝑇𝑀1...𝑀10Γ
𝑀1...𝑀10 |0⟩, (5.135)

где фактор α зависит от конкретного решения алгебраического условия.
Определим теперь матрицу ℎ𝑎𝑏 = 𝑘𝑎

M𝑘𝑏NHMN , являющуюся проекци-
ей обобщенной метрики на направления, задаваемые векторами Киллинга. В
анализе решения DFT-монополя мы видели, что именно такие проекции за-
давали метрику и B–поле для каждого представителя орбиты. Спектр полей
теории на мировом объеме DFT-монополя представлен двадцатью скалярами
𝑌M , преобразующимися как вектор под действием O(10,10), и 𝑝-формами 𝑐𝑝,
каждая из которых преобразуется как O(10,10) спинор. Заметим при этом, что
из двадцати скаляров только десять непосредственно дают вклад в действие,
что обеспечивается проектором:

𝜕𝑖𝑌
M = 𝜕𝑖𝑌

M − ℎ𝑎𝑏𝑘𝑎M𝑘𝑏NH𝑁𝑃𝜕𝑖𝑌
𝑃, (5.136)

где ℎ𝑎𝑏 обозначает матрицу, обратную ℎ𝑎𝑏. При этом, ковариантность всех вы-
ражений по O(10,10) нарушается явным выбором решения условия (5.134).

Дополнительно к стандартному DFT спинору C определим 𝑝-формы, при-
нимающие значения в DFT спинорах:

C̃𝑝 =
(−1) 𝑝(𝑝−1)

2

𝑝!(
√

2) 𝑝
Γ𝑀1 . . . Γ𝑀𝑝

C𝑑𝑌𝑀1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑌𝑀𝑝,

G̃𝑝 = 𝑑𝑐𝑝 −
1
2ηMN𝑑𝑑𝑌

M ∧ 𝑑𝑌N ∧ 𝑐𝑝−3 + C̃𝑝.
(5.137)

При этом, потенциалы 𝑐𝑝, взаимодействующие с границами Dp-бран на DFT-
монополе, определяются спинорным зарядом ⟨λ𝑏 |𝑐𝑝⟩ ∼ 𝑐𝑝. Конкретный вид
(постоянного) коэффициента пропорциональности зависит от выбора векто-
ров Киллинга.
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В терминах определенных выше полей полностью ковариантное относи-
тельно O(10,10) действие для DFT-монополя было предложено в работе автора
[218] совместно с К. Блэром и имеет вид

𝑆 = 𝑄

∫
𝑑6σ𝑒−2𝑑√det ℎ

⌜⃓⃓⃓⎷
− det

�����HMN𝜕𝑖𝑌M𝜕 𝑗𝑌N − 𝑒𝑑 (det ℎ)−1
4 ⟨λ𝑏 |G̃𝑖 𝑗⟩√︃

1 + 𝑒2𝑑 (det ℎ)−1
2 ⟨λ𝑏 |C⟩2

�����
+ 𝑄

∫
𝐷𝑀1...𝑀4𝑇𝑀1...𝑀10𝑑𝑌

𝑀5 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑌𝑀10

+ 𝑄2

∫
⟨λ𝑏 |G̃6⟩ ∧ ⟨λ𝑏 |C̃0⟩ − ⟨λ𝑏 |G̃4⟩ ∧ ⟨λ𝑏 |C̃2⟩

+ ⟨λ𝑏 |G̃2⟩ ∧ ⟨λ𝑏 |C̃4⟩ − ⟨λ𝑏 |G̃0⟩ ∧ ⟨λ𝑏 |C̃6⟩ + . . . ,
(5.138)

где 𝑄 — заряд, пропорциональный натяжению NS5-браны. Ковариантная
конструкция действия Весса–Зумино, рассмотренная в [218], основывается
на калибровочно инвариантном подходе и, соответственно, дает действие с
точностью до членов, которые преобразуются через себя. Такие члены обозна-
чены многоточием. Покажем, что так определенное действие воспроизводит
известные выражение для эффективных действий NS5-браны и KK5-монополя.

NS5-брана

Пусть все обобщенные вектора Киллинга направлены вдоль дуальных
направлений 𝑘𝑎

M = (0, 𝑘𝑎µ), что дает

ℎ𝑎𝑏 = 𝑘𝑎µ𝑘𝑏ν𝐺
µν,

𝑇µ1...µ10 = det |𝑘𝑎µ |εµ1...µ10,

|λ𝑏⟩ =

√︃
det |𝑘𝑎µ |

25 Γ1 . . . Γ10 |0⟩.

(5.139)

Здесь удобно понимать 𝑘𝑎µ, как 10×10 невырожденную матрицу, причем
det ℎ = (det |𝑘|)2 det𝐺−1. Для 𝜕𝑖𝑌M имеем следующие выражения:

𝜕𝑖𝑌
µ = 𝜕𝑖𝑌

µ,

𝜕𝑖𝑌µ = 𝐵µν𝜕𝑖𝑌
ν.

(5.140)
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Заметим, что правая часть не содержит дуальных скаляров 𝑌µ. Тогда первое
слагаемое в детерминанте DBI действия принимает стандартный вид индуци-
рованной метрики

HMN𝜕𝑖𝑌M𝜕 𝑗𝑌N = 𝐺µν𝜕𝑖𝑌
µ𝜕 𝑗𝑌

ν. (5.141)

Вклады от RR полей принимают следующий вид:

⟨λ𝑏 |C̃𝑝⟩ =
√︁

det 𝑘 1
𝑝!Cµ1...µ𝑝𝑑𝑌

µ1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑌µ𝑝,

⟨λ𝑏 |𝑐𝑝⟩ =
√︁

det 𝑘𝑐𝑝,

⟨λ𝑏 |𝑑𝑐𝑝⟩ =
√︁

det 𝑘𝑑𝑐𝑝,
1
2ηMN𝑑𝑌

M ∧ 𝑑𝑌N = −𝐻µνρ𝑑𝑌µ ∧ 𝑑𝑌ν ∧ 𝑑𝑌ρ,

(5.142)

где вторая строка может пониматься, как определение спинора |𝑐𝑝⟩ в терминах
потенциалов 𝑐𝑝. В итоге получаем известные выражения:

⟨λ𝑏 |G̃𝑝⟩ = ⟨λ𝑏 |𝑑𝑐𝑝⟩−
1
2ηMN𝑑𝑌

M∧𝑑𝑌N∧⟨λ𝑏 |𝑐𝑝−3⟩+⟨λ𝑏 |C̃𝑝⟩ =
√︁

det 𝑘G𝑝. (5.143)

Подставляя результат в ковариантное действие видим, что воспроизводится
стандартное выражение для эффективного действия NS5-браны, причем

𝑇5 = 𝑄 det 𝑘. (5.144)

Отдельно рассмотрим слагаемое, содержащее 6-форму 𝐷𝑀1...𝑀4𝑑𝑌𝑀5∧· · ·∧
𝑑𝑌𝑀10, для которого получаем

𝐷𝑀1...𝑀4𝑇𝑀1...𝑀10𝑑𝑌
𝑀5 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑌𝑀10 = det 𝑘 𝐷µ1...µ4εµ1...µ10𝑑𝑌

µ5 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑌µ10

= det 𝑘 𝐵µ1...µ6𝑑𝑌
µ1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑌µ6,

(5.145)
где связь магнитного потенциала 𝐵6 и компонент 𝐷µ1...µ4 антисимметричного
тензора определяется соотношением 𝐵µ1...µ6 = εµ1...µ10𝐷

µ7...µ10.

KK5-монополь

Покажем теперь, что то же выражение (5.138) дает эффективное дей-
ствие для KK5-монополя при другом выборе обобщенных векторов Киллинга.
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Пусть теперь имеем 9 векторов Киллинга в дуальных направлениях 𝑘αµ, α =

1, . . . ,9 и один вектор в нормальном направлении 𝑘∗µ. Тогда для ненулевых
компонент бозонного заряда получим:

𝑇µ1...µ9
µ = εα1...α9𝑘α1µ1 . . . 𝑘α9µ9𝑘∗

µ = det | | �̃� | |εµ1...µ9ν𝑘∗
µ𝑘∗

ν, (5.146)

где удобно определить матрицу �̃�𝑎µ через ее компоненты �̃�αµ = 𝑘αµ, �̃�9µ = 𝜕µω,
причем 𝑘µ𝜕µω = 1. Здесь мы использовали тождество

εα1...α9𝑘α1µ1 . . . 𝑘α9µ9 = det | | �̃� | |εµ1...µ9ν𝑘∗
ν, (5.147)

которое следует из простых наблюдений: во-первых, компоненты 9 дуальных
векторов Киллинга 𝑘α могут пониматься, как контравариантные компоненты
векторов в обычном пространстве, а оставшийся ортогональный им век-
тор 𝑘

µ
∗ дополняет систему до полного базиса. Тогда левая часть уравнения

(5.147) представляет собой векторное произведение 9 векторов в 10-мерном
пространстве, что очевидно дает вектор, ортогональный гиперплоскости, на-
тянутой на эти девять векторов. Такой вектор будет пропорционален 𝑘

µ
∗ ,

коэффициент пропорциональности фиксируется сверткой с εµ1...µ10. С учетом
тождества имеем для спинорного заряда:

|λ𝑏⟩ =
1

29
2 9!

√︃
det | | �̃� | |εµ1...µ9µ𝑘

µ
∗Γ
µ1...µ9 |0⟩,

⟨λ𝑏 | =
1
√

2

√︃
det | | �̃� | |⟨0|𝑘µ∗Γµ.

(5.148)

Компоненты матрицы ℎ𝑎𝑏 теперь включают как метрику, так и поле Калба–
Рамона:

ℎαβ = 𝑘αµ𝑘βν𝑔
µν,

ℎ∗α = 𝑘αµ𝑘∗
ν𝐵ν

µ,

ℎ∗∗ = 𝑘∗
µ𝑘∗

ν(𝑔µν − 𝐵µρ𝐵ρν),
(5.149)

в соответствии с преобразованием Т-дуальности между NS5-браной и KK5-
монополем. Действительно, выражения выше могут быть записаны в лако-
ничной форме ℎ𝑎𝑏 = �̃�𝑎µ�̃�𝑏ν𝑔

′µν с использованием метрики 𝑔′µν, являющейся
образом 𝑔µν,𝐵µν при Т-дуальности вдоль 𝑘µ∗ :

𝑔′µν = 𝑔µν + (𝑘∗2 + 𝐾2)𝑘∗µ𝑘∗ν + 2𝑘∗(µ𝐾ν),
𝐾 = ι𝑘∗𝐵 − 𝑑ω.

(5.150)
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Здесь индексы в правой части поднимаются и опускаются начальной метри-
кой 𝑔µν.

Вообще, все выражения ниже являются повторением тех же выражений
для NS5-браны с полями, замененными по правилам Т-дуальности вдоль 𝑘∗µ,
что и следует ожидать. В частности, для 𝜕𝑖𝑌M имеем:

𝜕𝑖𝑌
µ =

(︃
δν
µ − 𝑘ν𝑘

µ
∗

𝑘2
∗

)︃
𝜕𝑖𝑌

ν,

𝜕𝑖𝑌µ =
1
𝑘2
∗
𝑘∗µ𝑘

ν
∗𝜕𝑖𝑌ν +

(︃
𝐵µν +

2
𝑘2
∗
𝑘∗[µ𝐵ν]ρ𝑘

ρ
∗

)︃
𝜕𝑖𝑌

ν.

(5.151)

Видим, что выражение в скобках в первой строке является ничем иным, как
проектором на гиперплоскость, ортогональную вектору 𝑘µ∗ . Вследствие этого
комбинация скалярных полей 𝑌ν вдоль изометрического направления не вхо-
дит в действие. При этом, только одна компонента 𝑌µ, спроецированная на
𝑘
µ
∗ , остается в действии, тогда как остальные оказываются пропорциональны-

ми 𝑌µ. Удобно всего увидеть такую проекцию в адаптированном базисе, где
единственной ненулевой компонентой вектора 𝑘µ∗ является 𝑘𝑧∗ = 1. Нумеруя
оставшиеся направления индексом 𝑚 = 0, . . . ,8, имеем:

𝜕𝑖𝑌
𝑚 = 𝜕𝑖𝑌

𝑚, 𝜕𝑖𝑌
𝑧 = 0,

𝜕𝑖𝑌𝑚 = 𝐵𝑚𝑛𝜕𝑖𝑌
𝑛, 𝜕𝑖𝑌𝑧 = 𝜕𝑖𝑌𝑧.

(5.152)

В итоге действие будет зависеть от 10 скалярных полей {𝑌𝑚,𝑌𝑧}, при этом ре-
шение для фоновых полей будет зависеть от дуальной координаты 𝕏𝑧, что
соответствует локализованному KK5-монополю.

Следует отметить, что полученное из выражения (5.138) эффективное
действие имеет известный вид. Однако, существенным отличием ковариант-
ного подхода является возможность рассмотрения полной самосогласованной
задачи взаимодействия DFT-монополя с фоновыми полями двойной теории по-
ля. Выбирая больше векторов Киллинга в нормальном пространстве, будем
получать эффективные действия для 52

2, . . . ,54
2 бран. При этом, степень вы-

рождения имеющихся решений довольно высока. Например, выбирая пять
векторов Киллинга вдоль нормальных координат и пять вдоль дуальных, мы
не получим некую новую 55

2-брану, по причине отсутствия соответствующе-
го 1/2БПС состояния. Действительно, для фиксации калибровки требуется
расположить брану так, что шесть мировых координат совпадают с шестью
скалярными полями. Выбранные шесть координат обязательно должны быть
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геометрическими, поскольку объект воспринимается как 5-брана в геометри-
ческом пространстве, а T-дуальность вдоль мирового объема его не меняет. Им
ортогональные четыре направления могут быть либо изометрическими, либо
нет, давая всего пять нетривиальных решений уравнения (5.134).

Вернемся к действию KK5-монополя и рассмотрим слагаемое, содержа-
щее 6-форму 𝐷𝑀1...𝑀4𝑑𝑌𝑀5 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑌𝑀10, для которого получаем:

𝐷𝑀1...𝑀4𝑇𝑀1...𝑀10𝑑𝑌
𝑀5 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑌𝑀10

= 𝑇µ1...µ9
ν
(︂
6𝐷µ1...µ4𝑑𝑌µ5 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑌µ9 ∧ 𝑑𝑌ν + 4𝐷µ1...µ3

ν𝑑𝑌
µ4 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑌µ9

)︂
= det �̃�

[︂
𝐷µ1...µ6µ,ν𝑘

µ
∗𝑘
ν
∗𝑑𝑌

µ1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑌µ6 + �̂�µ1...µ5µ𝑘∗
µ𝑑𝑌µ5 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑌µ9 ∧ 𝑑ω

]︂
,

(5.153)
где мы определяем

𝐷µ4...µ9µ,ν = 4𝐷µ1µ2µ3
µεµ1...µ9ν,

�̂�µ5...µ9µ = 6𝐷µ1µ2µ3µ4εµ1...µ9µ.
(5.154)

Первое слагаемое в действии задает ожидаемое взаимодействие с потенци-
алом смешанной симметрии 𝐷(7,1), тогда как второе слагаемое описывает
взаимодействие с 6-формой 𝐵µ1...µ6. При этом никакой парадоксальной си-
туации здесь нет. Действительно, заметим, что второе слагаемое в (5.153)
является интегралом от 6-формы, содержащей 𝑑ω, что соответствует такой
ориентации KK5-монополя, что его Taub–NUT направление совпадает с дуаль-
ным направлением. При этом, ненулевой вектор Киллинга 𝑘µ∗ оказывается не
в трансверсальном, а в продольном направлении браны. Это есть ни что иное
как размазанная NS5-брана. Заключаем, что для однозначной фиксации DFT-
монополя, как KK5-монополя в обычном пространстве, следует зафиксировать
вектора Киллинга, задающие ориентацию трансверсального пространства, и
дополнительно ориентацию мирового объема.

5.3.4 Связь с другими результатами и интерпретация

Основным результатом, который иллюстрируют приведенная выше кон-
струкция ковариантного эффективного действия и решения DFT-монополя,
является то, что представители орбиты NS5B-браны, могут пониматься как
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один и тот же объект, по-разному ориентированный в удвоенном простран-
стве. При этом, под ориентацией монополя понимается направление десяти
обобщенных векторов Киллинга, которые, вообще говоря, можно выбрать
множеством способов. Однако, среди этого множества неэквивалентных, то
есть, нетранслируемых друг в друга заменой координат отдельно в обыч-
ном или в дуальном пространствах, всего пять. Действительно, поскольку NS
5-браны инвариантны относительно Т-дуальности вдоль направлений ее ми-
рового объема, группа симметрии O(10,10) нарушается до O(4,4) выбором
калибровки на мировом объеме DFT-монополя. Далее, очевидно, что раз-
личными бранами будут те, у которых число векторов Киллинга в обычных
(эвивалентно, в дуальных) направлениях различно. Другими словами, напри-
мер, конфигурация с одним вектором Киллинга вдоль направления 𝑥1 и тремя
вдоль дуальных направлений {𝑥2,𝑥3,𝑥4} эквивалентна конфигурации с одним
вектором Киллинга вдоль направления 𝑥2 и тремя вдоль дуальных направле-
ний {𝑥1,𝑥3,𝑥4}, и так далее. Учитывая вышесказанное, рассмотрим возможные
вложения DFT-монополя в удвоенное пространство и его взаимодействие с
соответствующими потенциалами O(4,4) двойной теории поля. Из тождеств
Бьянки в таком случае имеем следующие потенциалы:

𝐷2, 𝐷3,𝑀, 𝐷4,MN , 𝐷5,MNK , 𝐷6,MNKL,

𝐷4, 𝐷5,𝑀, 𝐷6,MN ,

𝐷6.

(5.155)

При этом потенциал, представленный здесь 𝑝 + 1-формой, взаимодействует с
DFT-монополем, вложенным в обобщенное пространство так, что 𝑝 направле-
ний мирового объема расположены в шестимерном внешнем пространстве,
остальные — во внутреннем (см. Таблицу 19).

Покажем это схематически на примере главного вклада в действие
Весса–Зумино для DFT-монополя. Учитывая, что потенциалы 𝐷5,𝑀,𝐷6 и 𝐷′6 не
взаимодействуют с 1/2БПС состояниями и, соответственно, не могут давать
вклада в главный член, имеем

𝑆𝑊𝑍 =

∫
𝑑σα1 ∧ · · · ∧ 𝑑σα6𝑇MNKL ×

(︂
𝐷α1...α6MNKL + 𝐷α1...α5,MNK𝐷α6𝑌𝐿

+ 𝐷α1...α4,MN𝐷α5𝑌K𝐷α6𝑌𝐿 + 𝐷α1α2α3,𝑀𝐷α4𝑌N𝐷α5𝑌K𝐷α6𝑌𝐿

+ 𝐷α1α2 𝐷α3𝑌M𝐷α4𝑌N𝐷α5𝑌K𝐷α6𝑌𝐿

)︂
.

(5.156)
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Таблица 19 — Возможные вложения шестимерного мирового объема
NS5-браны в 10-мерное физическое пространство и соответствующие
потенциалы O(4,4) двойной теории поля. Одинарная вертикальная черта
отделяет внешнее пространство, параметризованное 𝑥µ и внутреннее
пространство, являющееся частью удвоенного пространства. ×обозначает
направление мирового объема.

Возможные вложения Потенциалы
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
× × × × × × 𝐷2,
× × × × × × 𝐷3,𝑀
× × × × × × 𝐷4,MN , 𝐷4
× × × × × × 𝐷5,MNK , 𝐷5,𝑀
× × × × × × 𝐷6,MNKL, 𝐷6,MN , 𝐷6, 𝐷′6

Учитывая фиксацию шести из десяти обобщенных векторов Киллинга, заряд
пишем в виде:

𝑇MNKL = 𝑘M𝑎 𝑘N𝑏 𝑘
𝐾
𝑐 𝑘

𝐿
𝑑ε

𝑎𝑏𝑐𝑑 . (5.157)
Видим, что DFT-монополь взаимодействует с правильными потенциалами,
найденными в работе [94].

Рассмотрим подробнее первый член в выражении выше для 5𝑝2-бран с
𝑝 = 0,1,2,3,4:

50
2 : 𝑘M𝑎 = (®0; 𝑘𝑎𝑚) 𝑆𝑊𝑍 = 𝑘1𝑚𝑘2𝑛𝑘3𝑘𝑘4𝑙ε

𝑚𝑛𝑘𝑙ε1234

∫
𝐷6

1234 + . . . ,

51
2 :

𝑘M1 = (𝑘1
1,0,0,0; ®0)

𝑘M(2,3,4) = (®0; 0,𝑘(2,3,4)�̂�)
𝑆𝑊𝑍 = 4𝑘𝑚1 𝑘2𝑛𝑘3𝑘𝑘4𝑙ε

1𝑛𝑘𝑙ε𝑚234

∫
𝐷6,1

234 + . . . ,

52
2 :

𝑘M(1,2) = (𝑘
�̃�
(1,2),0,0; ®0)

𝑘M(3,4) = (®0; 0,0,𝑘(3,4)�̃�)
𝑆𝑊𝑍 = 4𝑘𝑚1 𝑘𝑛2𝑘3𝑘𝑘4𝑙ε

12𝑘𝑙ε𝑚𝑛34

∫
𝐷6,12

34 + . . . .

53
2 :

𝑘M1 = (®0; 𝑘11,0,0,0)
𝑘M(2,3,4) = (0,𝑘

�̂�
(2,3,4); ®0)

𝑆𝑊𝑍 = 4𝑘1𝑚𝑘
𝑛
2𝑘

𝑘
3𝑘

𝑙
4ε

𝑚234ε1𝑛𝑘𝑙

∫
𝐷6,234

1 + . . . .
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54
2 : 𝑘M𝑎 = (𝑘𝑚𝑎 ,®0) 𝑆𝑊𝑍 = 𝑘𝑚1 𝑘

𝑛
2𝑘

𝑘
3𝑘

𝑙
4ε

1234ε𝑚𝑛𝑘𝑙

∫
𝐷6,1234 + . . . .

где компоненты векторов Киллинга 𝑘M𝑎 вдоль геометрических и дуальных на-
правлений отделены точкой с запятой для большей ясности обозначений. Мы
обозначаем �̂� = 2,3,4, �̃� = 1,2, �̃� = 3,4. Как обсуждалось выше, соответствие
между компонентами потенциала 𝐷6,MNKL и потенциалами смешанной сим-
метрии 𝐷6+𝑝,𝑝, соответствующих решениям с 𝑝 специальными циклами, дается
сверткой с тензором ε𝑎𝑏𝑐𝑑:

𝐷µ1...µ6
1234 = 𝐵µ1...µ6,

𝐷µ1...µ6,1
234 = 𝐴µ1...µ6𝑥,𝑥,

𝐷µ1...µ6,12
34 = 𝐷µ1...µ6𝑥 𝑦,𝑥 𝑦,

𝐷µ1...µ6,123
4 = 𝐷µ1...µ6𝑥 𝑦𝑧,𝑥 𝑦𝑧,

𝐷µ1...µ6,1234 = 𝐷µ1...µ6𝑥 𝑦𝑧𝑤,𝑥 𝑦𝑧𝑤.

(5.158)

Отсюда заключаем, что решение DFT-монополя, предъявленное в явном ви-
де выше, соответствует такому вложению фундаментального DFT-монополя
в пространство O(4,4) двойной теории поля, что остается только взаимодей-
ствие с потенциалом 𝐷6,MNKL.

Рассмотрим теперь тождества Бьянки для обобщенного флакса FMNK =

3𝐸𝐴[𝑀𝜕N𝐸K]A , которые имеют вид:

𝑆MNPQ ≡ 𝜕[MFNKL] −
3
4FPMNFQKLη

PQ = 0 . (5.159)

В присутствии источников, правая часть тождеств не равна нулю, но пропор-
циональна заряду источника, что следует из уравнения на определяющую
функцию:

3∑︁
𝑖=1

𝜕𝑖𝜕𝑖𝐻 (𝑦1,𝑦2,𝑦3) = αδ(𝑦2
1 + 𝑦2

2 + 𝑦2
3 ). (5.160)

Несложно видеть, что правая часть тождеств Бьянки с учетом вклада от ис-
точника имеет следующий вид:

𝜕[𝑀F𝑁𝐾𝐿] −
3
4F𝑃 [MNF

𝑃
𝐾𝐿] ∝ 𝑇MNKLδ

(︁
𝑟2(𝑌M)

)︁
. (5.161)

Вообще говоря, эти тождества можно считать уравнениями для потенциала
𝐷6,MNKL для полного действия 𝑆 = 𝑆𝐷𝐹𝑇 + 𝑆𝑚𝑜𝑛, являющегося суммой дей-
ствия двойной теории поля и эффективного действия для DFT-монополя. При
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этом функция 𝑟2(𝑌 ) всегда считается суммой квадратов четырех координат,
которые выбираются из решения условия проекции. Правая часть выраже-
ния выше является теоретико-полевой интерпретацией условия сокращения
струнных головастиков, которое является существенным для построения са-
мосогласованных схем размерной редукции в присутствии флаксов. Однако,
следует заметить, кто так записанная дельта-функция не является ковариант-
ной относительно Т-дуальности. Вопрос получения ковариантного выражения
для тождества Бьянки остается открытым

Предложенное ковариантное описание динамики экзотических бран,
принадлежащих орбите NS5B-браны имеет существенные отличия как от стан-
дартных подходов к построению эффективного действия солитонной браны,
так и стандартного прочтения формализма двойной теории поля. Рассмот-
рим имеющиеся на данный момент в литературе результаты, родственные
полученным выше. Стандартный подход к построению действий для соли-
тонных NS5-браны и KK5-монополя представлен работами [216, 229], где
эффективное действие NS5B-браны получено Т-дуальностью действия KK5A-
монополя. Данный подход не является ковариантным в том смысле, что
эффективное действие для каждой браны задается собственным выраже-
нием. Действие не формулируется в терминах мультиплетов (под)группы
O(10,10). Последующей Т-дуальностью действия для KK5A-монополя полу-
чены действия для экзотических 5-бран, представленные в работах [140,
217]. Действие Весса–Зумино, включающее потенциалы смешанной симмет-
рии, здесь сформулировано в нековариантном виде. В работе [94] получено
действие Весса–Зумино для NS5-браны в демократическом формализме и про-
анализированы потенциалы смешанной симметрии, принадлежащие тому же
мультиплету, что и магнитный потенциал 𝐵6.

Представленное выше единое выражение для ковариантного действия
в зависимости от выбора направления обобщенных изометрий воспроизво-
дит действие для любой из бран на NS5B-орбите. При этом, оно является
калибровочно инвариантным с некоторыми нюансами, связанными с преобра-
зованием потенциала 𝐷MNKL относительно калибровочных преобразований
RR сектора (подробнее ниже). Предложенная конструкция позволяет утвер-
ждать, что с точки зрения струны, не отличающей Т-дуальные друг другу
фоновые пространства, все представителиNS5B-орбиты являются одним и тем
же объектом, лишь по-разному ориентированным в удвоенном пространстве.
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Для такой интерпретации нами предлагается дополнить формализм двойной
теории поля требованием указывать, какие именно из двадцати координат
обобщенного пространства-времени являются геометрическими, а именно,
используются для измерения расстояния в пространстве. Обычно молчаливо
предполагается, что таковыми являются 𝑥𝑚 (те, которые имеют верхний ин-
декс). Однако, назначить геометрическими можно любые 10 координат, при
условии удовлетворения условия проекции, что позволяет конструировать фо-
новые пространства экзотических бран как теории струн, так и М-теории. Ту
же картину можно наблюдать для Dp-бран, которые являются различными
проекциями единого 10-мерного объекта [230].

Важно отметить, что вопрос, можно ли понимать DFT-монополь, как
действительно фундаментальный объект, динамика которого описывается
представленными выше ковариантным действие, не является решенным до
конца. Основной проблемой для подобного далеко идущего утверждения яв-
ляется инвариантность потенциала 𝐷MNKL, соответствующего флакса FMNK
и эффективного действия относительно калибровочных преобразований RR
сектора. Как показано, например, в [172, 230], флакс FMNK и действие Весса–
Зумино для 5𝑏2-браны являются калибровочно инвариантными только в том
случае, если в геометрическом пространстве присутствует не менее 𝑏 изо-
метричных направлений (дополнительно к направлениям мирового объема).
При таком условии симметрия O(10,10) ковариантного действия нарушает-
ся, и оно более не воспроизводит решения для локализованных бран. Автор
считает, что формализм, предложенный в [218], позволяет сформулировать
правильные калибровочные преобразования и убедиться, что действие инва-
риантно. Вопрос такой формулировки в настоящее время является открытым.



215

Глава 6. Неабелевы симметрии пространства вакуумов

Симметрия Т-дуальности является абелевой симметрией сигма-модели
в том смысле, что соответствующий нётеровский ток сохраняется, а изомет-
рия, вдоль которой производится дуализация, задается абелевой группой.
В Главе 1.5 было описано обобщение процедуры Т-дуальности для случаев,
когда изометрия объемлющего пространства является неабелевой, и когда
изометрия отсутствует, но поля удовлетворяют специальным соотношениям.
Преобразования дуальности в первом случае обычно называют неабелевой Т-
дуальностью (NATD), а во втором случае — пуассон–лиевой Т-дуальностью.
Особенно интересным является то, что пуассон–лиева Т-дуальность допус-
кает чисто алгебраическое описание, основанное на симметриях фонового
пространства без необходимости обращаться к лагранжиану сигма-модели. В
таком подходе дуальность является симметрией классического дубля Дрин-
фельда, геометрически реализованного в терминах обобщенного репера и
обобщенной производной Ли с полями, независящими от дуальных координат.
При этом, обобщенный репер является элементом группы O(𝑑,𝑑), соответству-
ющей стандартной абелевой Т-дуальности.

Такая конструкция может быть прямым образом обобщена на случай ис-
ключительных алгебр, описывающих симметрии Креммера–Джулиа фонового
пространства мембраны, и соответствующих абелевым симметриям в том же
смысле. Впервые такие дуальности были описаны в работах [231, 232] как
симметрии специальным образом построенной алгебры Лейбница, называ-
емой теперь исключительной алгеброй Дринфельда (EDA). Исключительная
алгебра Дринфельда является аналогом классического дубля Дринфельда для
М-теории. В последующих работах [233, 234, 235] исключительная алгебра
Дринфельда была построена для групп E𝑛 с 4 ⩽ 𝑛 ⩽ 8, соответствующая
симметрия намбу–лиевой U-дуальности была интерпретирована в терминах
нётеровских токов трехмерной сигма-модели. Первые явные примеры ре-
шений уравнений 11-мерной супергравитации, связанных преобразованиями
новой намбу–лиевой U-дуальности, были представлены в работе автора с
коллегой [236], общий алгоритм, позволяющий генерировать неабелево U-
дуальные решения к заданному, был описан в работе автора [237]. Ниже
будет подробнее рассмотрена конструкция исключительной алгебры Дрин-
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фельда, ее геометрическая реализация в терминах обобщенных репера и
производной Ли исключительной теории поля, соответствующая намбу–лиева
U-дуальность и представлены некоторые особенно интересные примеры из ра-
боты [236].

6.1 Намбу-лиева U-дуальность

6.1.1 Общий формализм

Исключительная алгебра Дринфельда, являющаяся центральным объек-
том в обобщении пуассон–лиевой Т-дуальности 10-мерной супергравитации до
намбу–лиевой U-дуальности 11-мерной супергравитации задается как алгеб-
ра Лейбница с дополнительными ограничениями на структурные константы.
Описание дубля Дринфельда в терминах тройки Манина здесь обобщается до
описания в терминах некоторой подалгебры 𝔤, ее дополнения �̃� в линейном
пространстве EDA и обобщения квадратичной формы η : 𝐷 × 𝐷→ ℝ. Послед-
нее может пониматься как условие

𝔤 ⊗ 𝔤
��
R2

= 0 (6.1)

где R2 обозначает определенное представление абелевой группы дуальности
(см. Таблицу 20). Действительно, генераторы классического дубля Дринфель-

dim𝔤 R2 G
n=d 1 O(𝑑,𝑑)
n=4 5 SL(5) ,
n=5 10 SO(5,5) ,
n=6 27 E6(6) .

Таблица 20 — Размерность геометрической подалгебры 𝔤 и представление R2
для некоторых групп абелевой симметрии 𝐺.

да могут быть записаны в виде множества 𝑇𝐴 = (𝑇𝑎,𝑇𝑎), тогда условие (6.1)
означает, что геометрическая подалгебра 𝔤 натянута на генераторы, кото-
рые удовлетворяют условию η𝐴𝐵𝑇𝐴 ⊗ 𝑇𝐵 = 0. Где инвариантный тензор η𝐴𝐵
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проецирует на синглет. Существуют как минимум два очевидных выбора гео-
метрической подалгебры: 𝔤 = span(𝑇𝑎) и 𝔤 = span(𝑇𝑎). При этом решения
уравнений 10-мерной супергравитации, реализованные этими генераторами,
связаны неабелевой Т-дуальностью.

Рассмотрим конструкцию исключительной алгебры Дринфельда подроб-
нее. Пусть генераторы геометрической подалгебры 𝔤 обозначены {𝑇𝑎} = bas𝔤,
а генераторы ее линейного дополнения — {𝑇𝑎1𝑎2, 𝑇𝑎1,...𝑎5}. Обозначая 𝑇𝐴 =

{𝑇𝑎,𝑇𝑎1𝑎2, 𝑇𝑎1,...𝑎5} запишем таблицу умножения в алгебре в виде

𝑇𝐴 ◦ 𝑇𝐵 = F𝐴𝐵𝐶𝑇𝐶, (6.2)

где структурные константы F𝐴𝐵𝐶, вообще говоря, не антисимметричны по
нижним индексам. Умножение ◦ удовлетворяет тождеству Лейбница:

𝑎 ◦ (𝑏 ◦ 𝑐) = (𝑎 ◦ 𝑏) ◦ 𝑐 + 𝑏 ◦ (𝑎 ◦ 𝑏) , (6.3)

что накладывает квадратичные ограничения на структурные константы. Кон-
станты F𝐴𝐵𝐶 имеют тот же вид, что и компоненты 𝑋MN

K обобщенного флакса
исключительной теории поля, что диктуется ковариантностью по отношению
к группе симметрии Креммера–Джулиа. В явном виде таблицу умножения для
исключительной алгебры Дринфельда при 𝑛 ⩽ 6 можно представить следу-
ющим образом

𝑇𝑎 ◦ 𝑇𝑏 = 𝑓𝑎𝑏
𝑐 𝑇𝑐 ,

𝑇𝑎 ◦ 𝑇𝑏1𝑏2 = 𝑓𝑎
𝑏1𝑏2𝑐 𝑇𝑐 + 2 𝑓𝑎𝑐

[𝑏1 𝑇𝑏2]𝑐 + 3 𝑍𝑎 𝑇𝑏1𝑏2 ,

𝑇𝑎 ◦ 𝑇𝑏1···𝑏5 = − 𝑓𝑎𝑏1···𝑏5𝑐 𝑇𝑐 − 10 𝑓𝑎
[𝑏1𝑏2𝑏3 𝑇𝑏4𝑏5] − 5 𝑓𝑎𝑐

[𝑏1 𝑇𝑏2···𝑏5]𝑐 + 6 𝑍𝑎 𝑇𝑏1···𝑏5 ,

𝑇𝑎1𝑎2 ◦ 𝑇𝑏 = − 𝑓𝑏𝑎1𝑎2𝑐 𝑇𝑐 + 3 𝑓[𝑐1𝑐2
[𝑎1 δ

𝑎2]
𝑏] 𝑇

𝑐1𝑐2 − 9 𝑍𝑐 δ[𝑐𝑏 𝑇
𝑎1𝑎2] ,

𝑇𝑎1𝑎2 ◦ 𝑇𝑏1𝑏2 = −2 𝑓𝑐
𝑎1𝑎2 [𝑏1 𝑇𝑏2]𝑐 − 𝑓𝑐1𝑐2

[𝑎1 𝑇𝑎2]𝑏1𝑏2𝑐1𝑐2 + 3 𝑍𝑐 𝑇𝑎1𝑎2𝑏1𝑏2𝑐 ,

𝑇𝑎1𝑎2 ◦ 𝑇𝑏1···𝑏5 = 5 𝑓𝑐
𝑎1𝑎2 [𝑏1 𝑇𝑏2···𝑏5]𝑐 ,

𝑇𝑎1···𝑎5 ◦ 𝑇𝑏 = 𝑓𝑏
𝑎1···𝑎5𝑐 𝑇𝑐 + 10 𝑓𝑏

[𝑎1𝑎2𝑎3 𝑇𝑎4𝑎5] + 20 𝑓𝑐
[𝑎1𝑎2𝑎3 δ

𝑎4
𝑏
𝑇𝑎5]𝑐

+ 5 𝑓𝑏𝑐
[𝑎1 𝑇𝑎2···𝑎5]𝑐 + 10 𝑓𝑐1𝑐2

[𝑎1 δ
𝑎2
𝑏
𝑇𝑎3𝑎4𝑎5]𝑐1𝑐2 − 36 𝑍𝑐 δ[𝑐𝑏 𝑇

𝑎1···𝑎5] ,

𝑇𝑎1···𝑎5 ◦ 𝑇𝑏1𝑏2 = 2 𝑓𝑐
𝑎1···𝑎5 [𝑏1 𝑇𝑏2]𝑐 − 10 𝑓𝑐

[𝑎1𝑎2𝑎3 𝑇𝑎4𝑎5]𝑏1𝑏2𝑐 ,

𝑇𝑎1···𝑎5 ◦ 𝑇𝑏1···𝑏5 = −5 𝑓𝑐
𝑎1···𝑎5 [𝑏1 𝑇𝑏2···𝑏5]𝑐 .

(6.4)
Условие (6.1) по виду напоминает условие проекции двойной и исключи-

тельной теории поля. Напомним, что последнее в двойной теории поля имеет
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один класс решений, когда функции зависят только от половины координат,
а в исключительной теории поля — два класса решений, соответствующих
11-мерной супергравитации и 10-мерной супергравитации типа IIB. Так же
и здесь, условие (6.1) для исключительной алгебры Дринфельда имеет два
существенно разных типа решений: одно соответствует максимальной размер-
ности dim𝔤 = 𝑛 и описывает фон М-теории, второе соответствует dim𝔤 = 𝑛− 1
и описывает фон теории типа IIB. Представление (6.4) соответствует вложе-
нию геометрической подалгебры максимальной размерности 𝑛 и описывает
решения 11-мерной супергравитации. Для теории типа IIB исключительная
алгебра принимает следующий вид [235]:

𝑇a ◦ 𝑇b = 𝑓ab
c 𝑇c ,

𝑇a ◦ 𝑇b
β = 𝑓a

cb
β 𝑇c + 𝑓aβγ 𝑇b

γ − 𝑓ac
b 𝑇c
β + 2 𝑍a 𝑇

b
β ,

𝑇a ◦ 𝑇b1b2b3 = 𝑓a
cb1b2b3 𝑇c + 3 εγδ 𝑓a [b1b2

γ 𝑇
b3]
δ
− 3 𝑓ac

[b1 𝑇b2b3]c + 4 𝑍a 𝑇
b1b2b3 ,

𝑇a
α ◦ 𝑇b = 𝑓b

ac
α 𝑇c + 2 δa[b 𝑓c]α

γ 𝑇c
γ + 𝑓bc

a 𝑇c
α + 4 𝑍c δ

[a
b 𝑇

c]
α ,

𝑇a
α ◦ 𝑇b

β = − 𝑓cabα 𝑇c
β − 𝑓cα

γ εγβ 𝑇
cab + 1

2 εαβ 𝑓c1c2
a 𝑇c1c2b − 2 εαβ 𝑍c 𝑇

abc ,

𝑇a
α ◦ 𝑇b1b2b3 = −3 𝑓c

a[b1
α 𝑇b2b3]c ,

𝑇a1a2a3 ◦ 𝑇b = − 𝑓bca1a2a3 𝑇c − 6 εγδ 𝑓[b| [a1a2
γ δ

a3]
|c] 𝑇

c
δ

+ 3 𝑓bc
[a1 𝑇a2a3]c + 3 𝑓c1c2

[a1 δ
a2
b 𝑇a3]c1c2 + 16 𝑍c δ

[a1
b 𝑇a2a3c] ,

𝑇a1a2a3 ◦ 𝑇b
β = − 𝑓ca1a2a3b 𝑇c

β + 3 𝑓c
[a1a2
β

𝑇a3]bc ,

𝑇a1a2a3 ◦ 𝑇b1b2b3 = −3 𝑓c
a1a2a3 [b1 𝑇b2b3]c .

(6.5)

Здесь индексы a,b = 1, . . . ,𝑛 − 1 нумеруют генераторы геометрической по-
далгебры для вложения типа IIB, индексы α,β = 1,2 нумеруют компоненты
дублетов по группе SL(2) 𝑆-дуальности.

Эквивалентно условие (6.1) для 𝑛 ⩽ 6 может быть переписано в виде

⟨𝑇𝐴, 𝑇𝐵⟩C = η𝐴𝐵
C , (6.6)

где индекс C = 1, . . . , dimR2 нумерует компоненты представления R2 группы
E𝑛(𝑛), а инвариантный тензор η𝐴𝐵C является обобщением компонент квадра-
тичной формы η𝐴𝐵 классического дубля Дринфельда. При этом компоненты
тензор η𝐴𝐵C могут пониматься, как коэффициенты Клебша–Гордана, связы-
вающие симметрическое произведение R1 ×sym R1 и R2 . Заметим, что для



219

выбранного вложения алгебры 𝔤𝔩(𝑛), которое задает максимальную геомет-
рическую подалгебру 𝔤 = span(𝑇𝑎), выполняется ⟨𝑇𝑎, 𝑇𝑏⟩C = 0 .

Геометрическая реализация

Как пуассон–лиева Т-дуальность соответствует геометрической реа-
лизации альтернативного выбора максимальной изотропной подалгебры
классического дубля Дринфельда, намбу–лиева U-дуальность соответствует
альтернативному выбору решения условия (6.1) на генераторы исключитель-
ной алгебры Дринфельда. Алгоритм построения решения супергравитации
для заданной исключительной алгебры Дринфельда следующий.

1. Выберем подалгебру 𝔤, определенную генераторами, удовлетворя-
ющими условиям (6.1). Базис подалгебры 𝔤, которая оказывается лиевой
алгеброй, обозначим {𝑇𝑎} , где 𝑎 = 1, . . . ,𝑛 для М-теории и 𝑎 = 1, . . . ,𝑛 − 1
для теории типа IIB.

2. Построим групповой элемент 𝑔 = e𝑥𝑎 𝑇𝑎 ∈ 𝐺 = exp𝔤 и определим
право-инвариантные 1-формы 𝑟𝑎

𝑖
и право-инвариантные векторные поля 𝑒𝑖𝑎

стандартным образом:

𝑟 ≡ 𝑟𝑎𝑖 d𝑥 𝑖 𝑇𝑎 = d𝑔 𝑔−1 , 𝑒𝑖𝑎 ≡ (𝑟𝑎𝑖 )−1 . (6.7)

3. Построим «присоединенное действие» элемента 𝑔−1 ≡ eℎ на 𝑇𝐴:

𝑔−1 ⊲ 𝑇𝐴 ≡ 𝑇𝐴 + ℎ ◦ 𝑇𝐴 + 1
2! ℎ ◦ (ℎ ◦ 𝑇𝐴)

+ 1
3! ℎ ◦ (ℎ ◦ (ℎ ◦ 𝑇𝐴)) + · · ·

≡ 𝑀𝐴
𝐵(𝑥) 𝑇𝐵 .

(6.8)

Как было показано в работах [231, 232, 234] матрица 𝑀𝐴
𝐵(𝑥) оказывается

элементом группы E𝑛(𝑛) и может быть представлена в виде

𝑀𝐴
𝐵(𝑥) = Π𝐴

𝐶 (𝑥) 𝐴𝐶𝐵(𝑥) . (6.9)
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Здесь матрицы Π𝐴
𝐶 и 𝐴𝐴

𝐵 ограничены условием (6.1). Для 11-мерного слу-
чая имеем

Π𝐴
𝐵 =

©«
δ𝑏𝑎 0 0

− 1√
2!π

𝑏𝑎1𝑎2 δ
𝑎1𝑎2
𝑏1𝑏2

0
Π𝑏𝑎1···𝑎5 20√

2! 5! δ
[𝑎1𝑎2
𝑏1𝑏2

π𝑎3𝑎4𝑎5] δ𝑎1...𝑎5
𝑏1...𝑏5

ª®®®¬ , (6.10)

𝐴𝐴
𝐵 =

©«
𝑎𝑎

𝑏 0 0
0 (𝑎−1)𝑎1𝑎2

𝑏1𝑏2
0

0 0 (𝑎−1)𝑎1...𝑎5
𝑏1...𝑏5

ª®®¬ , (6.11)

где
Π𝑏𝑎1···𝑎5 = −π

𝑏𝑎1···𝑎5 + 5π𝑏[𝑎1𝑎2 π𝑎3𝑎4𝑎5]
√

5!
,

δ
𝑎1...𝑎𝑝
𝑏1...𝑏𝑝

= δ
[𝑎1
𝑏1
· · · δ𝑎𝑝

𝑏𝑝
,

(𝑎−1)𝑎1...𝑎𝑞
𝑏1...𝑏𝑞

= (𝑎−1)[𝑏1
𝑎1 . . . (𝑎−1)𝑏𝑞]𝑎𝑞 .

(6.12)

Для решений уравнений теории типа IIB имеем [235]:

Π𝐴
𝐵 =

©«
δba 0 0
−πba

α δ
β
α δ

a
b 0

Πa1a2a3 3 εβγ δ
[a1
b π

a2a3 ]
γ√

3! δ
a1a2a3
b1b2b3

ª®®®¬ , (6.13)

𝐴𝐴
𝐵 =

©«
𝑎a

b 0 0
0 λα

β (𝑎−1)ba 0
0 0 (𝑎−1)a1...a3

b1...b3

ª®®¬ , (6.14)

где ε12 = ε12 = 1 — инвариантный тензор группы SL(2), а Πa1a2a3 =

− 1√
3!π

a1a2a3 + 3
2 ε

γδ π
b[a1
γ π

a2a3]
δ

.
4. Определим обобщенный репер 𝐸𝐴

𝐼 (𝑥) ≡ Π𝐴
𝐵(𝑥) 𝔼𝐵

𝐼 (𝑥) , где матрица
𝔼𝐴

𝐼 имеет вид

𝔼𝐴
𝐼 =

©«
𝑒𝑖𝑎 0 0
0 e−3Δ 𝑟𝑎1

[𝑖1 𝑟
𝑎2
𝑖2] 0

0 0 e−6Δ 𝑟[𝑖1
𝑎1 · · · 𝑟𝑖5]𝑎5

ª®®¬ (6.15)

для 11-мерных решений и

𝔼𝐴
𝐼 =

©«
𝑒𝑚a 0 0
0 e−2Δ λαβ 𝑟a𝑚 0
0 0 e−4Δ 𝑟[𝑚1

a1 𝑟𝑚2
a2 𝑟𝑚3]

a3

ª®®¬ (6.16)
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для теории типа IIB. Замечательным результатом работ [231, 232, 234, 235]
является доказательство, что так определенный репер 𝐸𝐴

𝐼 удовлетворяет ал-
гебре

L̂𝐸𝐴𝐸𝐵
𝐼 = −F𝐴𝐵𝐶 𝐸𝐶 𝐼 , (6.17)

где F𝐴𝐵𝐶 являются ничем иным, как структурными константами исключи-
тельной алгебры Дринфельда, а L̂𝑉 обозначает обобщенную производную
Ли исключительной теории поля на полях, независящих от дуальных ко-
ординат. Таким образом, формализм оказывается полностью ковариантным
относительно группы U-дуальности 𝐸𝑛(𝑛), и фактически речь идет о флакс-
формулировке исключительной теории поля на групповых многообразиях.
Для двойной теории поля такая формулировка была построена в работах [238,
239].

5. Определим далее обобщенную метрикуM𝐼 𝐽 (𝑥) ≡ 𝐸𝐼 𝐴(𝑥) 𝐸𝐽 𝐵(𝑥) M̂𝐴𝐵 ,
где M̂𝐴𝐵 ∈ 𝐸𝑛(𝑛) × ℝ+ — некоторая постоянная матрица, а 𝐸𝐼

𝐴(𝑥) обозна-
чает обратный репер. Используя стандартную параметризацию обобщенной
метрики в терминах метрики внутреннего пространства, детерминанта мет-
рики внешнего пространства и полей 3- и 6-форм, восстанавливаем полное
решение. Заметим, что поскольку внешняя метрика не является синглетом
по группе U-дуальности, блок (11 − 𝑛) × (11 − 𝑛) полной 11-мерной метрики
не равен метрике 𝔤µν исключительной теории поля, а связан с ней фактором
некоторой степени детерминанта внутренней метрики, а именно:

M-theory : 𝔤µν ≡ |det 𝑔𝑖 𝑗 |
1

9−𝑛 𝑔µν ,

Type IIB : 𝔤µν ≡ |det g𝑚𝑛 |
1

9−𝑛 gµν .
(6.18)

Во всех примерах ниже метрика 𝔤µν принимается постоянной диагональной.

Дуальность

Алгоритм получения решения, намбу–лиево U-дуального заданному, сле-
дующий.
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1. Для заданной EDA преобразуем генераторы 𝑇𝐴 → 𝑇′𝐴 = 𝐶𝐴
𝐵 𝑇𝐵 так, что

новые генераторы 𝑇′𝐴 также удовлетворяют условиям EDA. При этом структур-
ные константы преобразуются как:

F𝐴𝐵𝐶 → F ′𝐴𝐵𝐶 = 𝐶𝐴
𝐷 𝐶𝐵

𝐸 (𝐶−1)𝐹𝐶 F𝐷𝐸𝐹 . (6.19)

Заметим, что этот шаг является технически самым сложным в алгоритме,
поскольку общая процедура, гарантированно дающая EDA из EDA неизвест-
на. Такая процедура для специального вида матриц 𝐶𝐴

𝐵 , соответствующего
внешним автоморфизмам исключительных алгебр, была предложена автором
в работе [237].

2. Определим преобразованную постоянную матрицу

M̂′𝐴𝐵 = 𝐶𝐴
𝐶 𝐶𝐵

𝐷 M̂𝐶𝐷 . (6.20)

3. По новым генератором построим преобразованные обобщенные ре-
перы 𝐸′𝐴

𝐼 и новую обобщенную метрикуM′𝐼 𝐽 = 𝐸′𝐼
𝐴 𝐸′𝐽

𝐵 M̂′𝐴𝐵 , которая задает
преобразованные поля 11-мерной супергравитации или супергравитации ти-
па IIB. Для внешней метрики имеем:

M-theory : 𝑔′µν ≡ |det 𝑔′𝑖 𝑗 |−
1

9−𝑛 𝔤µν ,

Type IIB : g′µν ≡ |det g′𝑚𝑛 |−
1

9−𝑛 𝔤µν ,
(6.21)

Строго говоря, поскольку полная флакс-формулировка исключительной
теории поля не построена, нельзя утверждать, что описанный выше алгоритм
всегда преобразует решения в решения. Однако, поскольку структура в це-
лом идентична таковой для двойной теории поля, оснований встретиться с
неожиданным поведением преобразований нет. Тем не менее, автор выражает
надежду, что в ближайшее время такая формулировка исключительной теории
поля будет построена. В настоящей диссертации представлены явные приме-
ры намбу–лиевой дуальности между решениями супергравитации, следующие
описанному выше алгоритму.

Наконец, прокомментируем название преобразований намбу–лиевой ду-
альности, которое дано по аналогии с пуассон–лиевой дуальностью. Постро-
енное выше присоединенное действие элемента 𝑔−1 определяет три-векторное
поле

π ≡ 1
3! π

𝑖 𝑗𝑘 𝜕𝑖 ∧ 𝜕 𝑗 ∧ 𝜕𝑘 ≡
1
3! π

𝑎𝑏𝑐 𝑒𝑎 ∧ 𝑒𝑏 ∧ 𝑒𝑐 , (6.22)
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которое удовлетворяет следующим свойствам:

0 = π𝑎1𝑎2𝑑 ∇𝑑π𝑏1𝑏2𝑐 − 3π𝑑 [𝑏1𝑏2 ∇𝑑π𝑐]𝑎1𝑎2 − 𝑓𝑑1𝑑2
[𝑎1 π𝑎2]𝑏1𝑏2𝑐𝑑1𝑑2 ,

L𝑣𝑎π
𝑖1𝑖2𝑖3 = e−3Δ 𝑓𝑎

𝑏1𝑏2𝑏3 𝑣
𝑖1
𝑏1
𝑣
𝑖2
𝑏2
𝑣
𝑖3
𝑏3
.

(6.23)

Здесь по определению∇𝑏π𝑎1𝑎2𝑎3 ≡ 𝐷𝑏π𝑎1𝑎2𝑎3− 3
2 𝑓𝑏𝑐

[𝑎1 | π𝑐|𝑎2𝑎3] . Получаем в точно-
сти условия, что три-вектор π задает намбу–лиеву структуру на многообразии.
Аналогично можно записать условия для гекса-вектора π𝑖1···𝑖6 и всех поливек-
торов теории типа IIB.

6.1.2 Неабелева U-дуальность в 11-мерной теории

Преобразование неабелевой Т-дуальности 10-мерной теории на языке
алгебры Дринфельда соответствует замене 𝑇𝑎 ↔ 𝑇𝑎 генераторов геометри-
ческой и дуальной максимально изотропных подалгебр. Для исключительной
алгебры Дринфельда такое преобразование определить довольно затрудни-
тельно хотя бы в силу различности размерностей подалгебры 𝔤, натянутой
на генераторы 𝑇𝑎, и ее линейного дополнения �̃�, натянутого на генераторы
{𝑇𝑎1𝑎2, 𝑇𝑎1...𝑎5}. Возможное обобщение канонического преобразования 𝑇𝑎 ↔
𝑇𝑎 на случай EDA было предложено в работе автора [237] и основано на
его соответствии внешнему автоморфизму алгебры U-дуальности. Действи-
тельно, преобразование 𝑇𝑎 ↔ 𝑇𝑎 отображает заданное вложение подалгебры
𝔤𝔩(𝑛) в альтернативное и соответствует внешнему автоморфизму, перестав-
ляющему спинорные корни алгебры 𝔰𝔬(𝑛,𝑛). Таким образом, естественным
обобщением канонического преобразования генераторов будет такой внеш-
ний автоморфизм алгебры абелевой U-дуальности, который связывает два
вложения максимальной 𝔤𝔩(𝑛) подалгебры. В работе [237] было показано, что
автоморфизма, связывающего 11-мерные фоновые пространства, для случая
группы SL(5) не существует, тогда как для 𝑛 = 3,5,7 можно предъявить явно
преобразование, которое гарантированно переводит EDA в EDA. В терминах
генераторов исключительной алгебры Дринфельда преобразования, связыва-
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ющие два вложения максимальной 𝔤𝔩(𝑛) подалгебры, имеют следующий вид:

𝑛 = 3 :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑇′¤𝑎 = 𝑇

¤𝑎3 ,

𝑇′3 = 𝑇12 ,

𝑇′12 = −𝑇3 ,

𝑇′¤𝑎3 = 𝑇¤𝑎 ,

(6.24)

𝑛 = 5 :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑇′𝑎 = 𝑇
𝑎5 ,

𝑇′5 = −𝑇1···5 ,

𝑇′𝑎𝑏 = − 1
2! ε𝑎𝑏𝑐𝑑5 𝑇

𝑐𝑑 ,

𝑇′𝑎5 = 𝑇𝑎 ,

𝑇′1···5 = −𝑇5 ,

(6.25)

𝑛 = 7 :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑇′¤𝑎 = 𝑇
¤𝑎7 ,

𝑇′5 = −𝑇1···7,7 ,

𝑇′¤𝑎1 ¤𝑎2 = − 1
5! ε ¤𝑎1 ¤𝑎2𝑏1···𝑏5 𝑇

𝑏1···𝑏5 ,

𝑇′¤𝑎7 = 𝑇¤𝑎 ,

𝑇′¤𝑎1··· ¤𝑎5 = ε ¤𝑎1··· ¤𝑎5 ¤𝑏7 𝑇
1···7, ¤𝑏 ,

𝑇′¤𝑎1··· ¤𝑎47 = 1
2! ε ¤𝑎1··· ¤𝑎4 ¤𝑏1 ¤𝑏27 𝑇

¤𝑏1 ¤𝑏2 ,

𝑇′1···7, ¤𝑎 = − 1
5! ε ¤𝑎 ¤𝑏1··· ¤𝑏57 𝑇

′¤𝑏1··· ¤𝑏5 ,

𝑇′1···7,7 = 𝑇5 ,

(6.26)

где принято обозначение ε1···𝑛 = 1 . Условие, что так преобразованная алгеб-
ра опять имеет структуру исключительной алгебры Дринфельда, накладывает
существенные ограничения на структурные константы, которые мы рассмот-
рим ниже для 𝑛 = 3 и 𝑛 = 5. Для 𝑛 = 4 соответствующие условия сводят
преобразование к пуассон–лиевой Т-дуальности. В терминах генераторов EDA
генераторы классического дубля Дринфельда 𝑇 ¤𝑎 ( ¤𝑎 = 1, . . . ,𝑛−1) соответству-
ют 𝑇 ¤𝑎# (где # обозначает компактное направление М-теории). Таким образом
подмножество преобразований вида

𝑇′¤𝑎 = 𝑇
¤𝑎# , 𝑇′¤𝑎# = 𝑇¤𝑎 (6.27)

является подгруппой пуассон–лиевой Т-дуальности полной группы намбу–
лиевой U-дуальности (которая, впрочем, не известна).

Стоит отметить, что множество преобразований, заданное внешними
автоморфизмами, не является исчерпывающим и соответствует неабелевой
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Т-дуальности. Поиск преобразований, соответствующих пуассон–лиевой Т-
дуальности, приходится вести, вручную проверяя свойства алгебры относи-
тельно преобразований, заданных конкретными матрицами 𝐶𝐴𝐵.

Рассмотрим наиболее интересные примеры намбу–лиевой U-дуальности,
найденные в работе [236]. Пусть 𝑛 = 5, что соответствует группе абелевой U-
дуальности SO(5,5). Находим, что преобразования (6.25) сохраняют структуру
исключительной алгебры Дринфельда, если положить

𝑓 ¤𝑎 ¤𝑏
¤𝑏 = 𝑓𝑎5

𝑏 = 0 , 𝑓 ¤𝑏
¤𝑏 ¤𝑎5 = 𝑓 ¤𝑎

¤𝑏¤𝑐 ¤𝑑 = 𝑓5
𝑎𝑏𝑐 = 0 , 𝑍𝑎 = 0 ,

𝑓 ′¤𝑎 ¤𝑏
¤𝑐 = − 𝑓¤𝑐 ¤𝑎

¤𝑏5 , 𝑓 ′¤𝑎
¤𝑏¤𝑐5 = − 𝑓 ¤𝑏¤𝑐 ¤𝑎 ,

𝑓 ′¤𝑎 ¤𝑏
5 = − 1

2! ε ¤𝑎 ¤𝑏¤𝑐 ¤𝑑5 𝑓¤𝑐 ¤𝑑
5 .

(6.28)

Условия во второй строке имеют тот же вид, что и таковые для пуассон–
лиевой дуальности, если принять 𝑓 ¤𝑎

¤𝑏¤𝑐 = − 𝑓 ¤𝑎 ¤𝑏¤𝑐5 . Последнее же условие
является специфическим именно для исключительной алгебры Дринфель-
да и соответствующее преобразование, очевидно, не является тривиальным
поднятием пуассон–лиевой дуальности в 11 измерений. Соответственно, для
решений, удовлетворяющих 𝑓 ¤𝑎 ¤𝑏

5 = 0, преобразование является ничем иным
как пуассон–лиевой Т-дуальностью и не представляет особый интерес в рамках
исследования новых симметрий. Конкретные реализации таких преобразова-
ний предъявлены в работе [236]. Рассмотрим здесь нетривиальный случай
𝑓 ¤𝑎 ¤𝑏

5 ≠ 0, а именно:

𝑓12
5 = −1 , 𝑓13

2 = 1 , 𝑓23
1 = −1 . (6.29)

Применяя преобразование (6.28), получим следующие структурные констан-
ты исключительной алгебры Дринфельда:

𝑓 ′34
5 = 1 , 𝑓 ′2

135 = −1 , 𝑓 ′1
235 = 1 . (6.30)

Следуя описанному выше алгоритму, определим обобщенную метрику через
обобщенный репер и плоскую метрику M̂𝐴𝐵. Последняя находится из условия,
что алгебра 𝔤, заданная начальными структурными константами, генерирует
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решение уравнений 11-мерной супергравитации. Получим

M̂𝐴𝐵 = 25
4

©«

4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1

8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1

8 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1

4 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1

8 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

4 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

2 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

4 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1

2 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1

4 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1

2 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 − 1

32

ª®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®¬

. (6.31)

Находим, что блок обобщенной метрики, соответствующийметрике дуального
пространства, оказывается вырожденным, что соответствует т.н. нериманово-
му фону. Такие фоновые пространства, имеющие интерпретацию в терминах
обобщенной метрики, но не обычной римановой метрики, подробно рассмат-
ривались в работах [240, 241, 242]. Здесь мы хотим избежать подобного
патологического поведения, поэтому дополнительно преобразуем полученный
нериманов фон стандартной U-дуальностью exp[η 𝑅123], что дает для новых
структурных констант

𝑓 ′34
5 = 1 , 𝑓 ′2

135 = −1 , 𝑓 ′1
235 = 1 , 𝑓 ′4

125 = −η . (6.32)

В параметризации 𝑔′ = exp[𝑥′𝑇′1 + 𝑦′𝑇′2 + 𝑧′𝑇′3] exp[𝑢′𝑇′4 + 𝑣′𝑇′5] находим следу-
ющий вид для право-инвариантной 1-формы:

𝑟′𝑖
𝑎 =

©«

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 𝑧′

0 0 0 0 1

ª®®®®®®®¬
, (6.33)
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и намбу–лиевой структуры:

π′ =
(︁
−𝑦′ 𝜕1 ∧ 𝜕3 + 𝑥′ 𝜕2 ∧ 𝜕3 − η 𝑢′ 𝜕1 ∧ 𝜕2

)︁
∧ 𝜕5 . (6.34)

Дуальная 11-мерная полевая конфигурация тогда задается следующими мет-
рикой и 3-формой:

𝑔𝑖 𝑗 =
(2η)−4

3

(8 + 𝑢2) 2
3
×

×

©«

8 − 𝑥2 −𝑥 𝑦 η𝑢𝑥 η𝑥𝑧 η𝑥

−𝑥 𝑦 16 − 𝑦2 η𝑢𝑦 η𝑦𝑧 η𝑦

η𝑢𝑥 η𝑢𝑦 η2 (︁
−𝑢2)︁ −η(η𝑢𝑧 + 16) −η2𝑢

η𝑥𝑧 η𝑦𝑧 −η(η𝑢𝑧 + 16) η𝑧(4𝑢 − η𝑧) − 4𝑥2 − 2𝑦2 + 32 η(2𝑢 − η𝑧)
η𝑥 η𝑦 −η2𝑢 η(2𝑢 − η𝑧) −η2

ª®®®®®®®¬
,

𝐶3 =
1

η (8 + 𝑢2)

{︄
8 d𝑥 ∧ d𝑦 ∧ d𝑧 −

(︁
𝑢 d𝑥 ∧ d𝑦 − 𝑦 d𝑥 ∧ d𝑢 + 2𝑥 d𝑦 ∧ d𝑢

)︁
∧ d𝑣

−
[︃(︂16 − 2𝑥2 − 𝑦2

η
+ 𝑢𝑧

)︂
d𝑥 ∧ d𝑦 + (𝑢𝑦 d𝑥 − 2𝑢𝑥 d𝑦) ∧ d𝑧

]︃
∧ d𝑢

}︄
,

𝑔µν = 2− 7
12 η

2
3
(︁
8 + 𝑢2)︁ 1

3 diag(1,1,1,1,1,1) ,
(6.35)

и является фоном для так называемой M∗-теории. Звезда означает, что низ-
коэнергетическое описание задается действием 11-мерной супергравитации с
обратным знаком перед кинетическим слагаемым для 3-формы, что формаль-
но соответствует двум времениподобным направлениям. Подобные теории
изучались в работе [243], где было показано, что фон M-теории (или теории
типа IIA) и фон M∗-теории (или, соответственно, теории типа IIA∗) связаны
времени подобной Т-дуальностью. Видно, что в пределе η→ 0 становятся син-
гулярными поля супергравитации, но не обобщенная метрика.

Убедиться, что полученная дуальность не является тривиальным подня-
тием пуассно–лиевой Т-дуальности можно следующим простым наблюдением.
Пусть 𝑥5 = 𝑣 соответствует компактной координате М-теории. Тогда в ре-
зультирующей теории типа IIA находим RR формы ранга 1 и 3, тогда как
изначальный фон был чисто гравитационным. Пуассон–лиева Т-дуальность не
может генерировать RR поля, поэтому рассматривая дуальность является но-
вым преобразованием.
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Заметим, наконец, что полученная обобщенная метрика обладает нетри-
виальной монодромией из группы U-дуальности SO(5,5), если считать ко-
ординаты (𝑥,𝑦) компактными с радиусами (𝑐𝑥,𝑐𝑦), и следовательно может
пониматься как U-образие. Монодромия задается следующим преобразовани-
ем:

M𝐼 𝐽 (𝑥 + 𝑐𝑥,𝑦 + 𝑐𝑦,𝑢)
=

(︁
Ω𝑐𝑥 Ω𝑐𝑦M′ΩT

𝑐𝑦 Ω
T
𝑐𝑥
)︁
𝐼 𝐽
(𝑥,𝑦,𝑢) .

(6.36)

где групповой элемент задан выражениями

Ω𝑐𝑥 = e𝑐𝑥 𝑅235 ∈ SO(5,5), Ω𝑐𝑦 = e−𝑐𝑦 𝑅135 ∈ SO(5,5) . (6.37)

6.1.3 Неабелева дуальность между решениями 11-мерной
супергравитации и теории типа IIB

Рассмотрим теперь пример неабелевой U-дуальности, связывающей ре-
шения 11-мерной супергравитации и супергравитации типа IIB. Пусть группа
абелевой U-дуальности SL(3) × SU(2), а исключительная алгебра Дринфельда
задана единственной ненулевой структурной константой

𝑓23
1 = 1 . (6.38)

Правоинвариантная 1-форма, соответствующая параметризации 𝑔 =

e𝑥 𝑇1 e𝑦 𝑇2 e𝑧 𝑇3, имеет следующий вид:

𝑟 = d𝑥 𝑇1 + d𝑦 𝑇2 + d𝑧 (𝑇3 + 𝑦 𝑇1) . (6.39)

Фиксируем плоскую метрику 𝑔𝑎𝑏 и получаем метрику на трехмерном «внут-
реннем» пространстве:

𝑔𝑎𝑏 =
©«
0 0 1
0 1 0
1 0 0

ª®®¬ , 𝑔𝑖 𝑗 =
©«
0 0 1
0 1 0
1 0 2 𝑦

ª®®¬ . (6.40)

Напомним, что внешняя метрика предполагается пропорциональной единич-
ной матрице, поэтому для инвариантной метрики имеем:

𝑔µν = diag(1,1,1,1,1,1,1) = 𝔤µν . (6.41)
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Такая метрика является локально плоской, и фактически мы имеем дело с
плоским 11-мерным пространством, очевидно, удовлетворяющим уравнени-
ям Эйнштейна. Чтобы избежать расходимости метрики при 𝑦 → ∞, будем
считать, что 𝑦 является циклической координатой. В таком случае дуальный
фон будет обладать SL(2) монодромией и представлять собой U-образие.

Пусть теперь плоская метрика M̂𝐴𝐵 ∈ E3(3) ×ℝ+ имеет следующий вид:

M̂𝐴𝐵 =

©«

0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 −1 0
0 0 0 −1 0 0

ª®®®®®®®®®¬
, (6.42)

а преобразование генераторов 𝑇𝐴 → 𝑇′𝐴 = 𝐶𝐴
𝐵 𝑇𝐵 задается матрицей

𝐶𝐴
𝐵 =

©«

0 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0

ª®®®®®®®®®¬
. (6.43)

Легко видеть, что если считать 𝑧 компактной координатой М-теории, такое
преобразование является стандартной Т-дуальностью в направлении 𝑥. Тогда
преобразованные генераторы образуют исключительную алгебру Дринфельда
типа IIB и задаются структурными константами вида:

𝑓 ′22
1 = 1 . (6.44)

Здесь принято обозначение 𝑓 ′𝑎α
β для структурных констант, причем {𝑎,α,β} =

{2,2,1} . Параметризуя элемент дуальной группы 𝑔′ = e𝑥 ′ 𝑇 ′1+𝑦′ 𝑇 ′2, получим обоб-
щенный репер следующего вида:

𝐸′𝐼
𝐴 =

©«

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 𝑦′ 0 1 0
0 0 0 𝑦′ 0 1

ª®®®®®®®®®¬
. (6.45)
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Вложение теории типа IIB в SL(3) × SL(2) исключительную теорию поля,
задается в частности параметризацией обобщенной метрики, которая в рас-
сматриваемом случае принимает вид

M′𝐼 𝐽 = 𝐸′𝐼
𝐴 𝐸′𝐽

𝐵M′𝐴𝐵 =
(︄
g𝑚𝑛 0
0 𝑚αβ g𝑚𝑛

)︄
. (6.46)

Отсюда получим метрику на «внутреннем» пространстве g𝑚𝑛 и матрицу 𝑚αβ,
параметризованную аксио-дилатоном, в следующем виде:

g𝑚𝑛 =

(︄
−1 0
0 1

)︄
, 𝑚αβ =

(︄
0 −1
−1 −2 𝑦

)︄
. (6.47)

Окончательно для полного 10-мерного фона получим:

𝑔(10) =
√︁

2 𝑦 diag(−1,1, . . . ,1) , 𝐶0 = − 1
2 𝑦 ,

eΦ = 2 𝑦 ,
(6.48)

Как и ранее, такая конфигурация является фоном для теории типа IIB∗. Для
возврата к более стандартным фоновым конфигурациям преобразуем реше-
ние Т-дуальностью вдоль времениподобного направления. В результате имеем
решение уравнений супергравитации типа IIA:

𝑔𝑚𝑛 = diag
(︁
− 1√2 𝑦 ,

√︁
2 𝑦, . . . ,

√︁
2 𝑦

)︁
, 𝐶1 = − d𝑡

2 𝑦 ,

e−2Φ = (2 𝑦)−3
2 .

(6.49)

Наконец, дополнительная Т-дуальность вдоль направления 𝑥 и S-дуальность
дает решение без нетривиальных RR полей:

d𝑠2 =
−d𝑡2 + d𝑥2

2 𝑦 + d𝑦2 + d𝑧2
1 + · · · + d𝑧2

7 ,

𝐵2 =
d𝑡 ∧ d𝑥

2 𝑦 , e−2Φ = 2 𝑦 .
(6.50)

Легко видеть, что тензор напряженности для поля Калба–Рамона не равен
нулю, что означает, что решение нетривиальное. Это позволяет заключить,
что неабелева U-дуальность генерирует нетривиальные решения из плоского
пространства. Вопрос, в какой степени такие пространства являются эквива-
лентными с точки зрения струны/мембраны остается открытым.
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6.2 Деформации решений супергравитации

Полученные выше примеры являются в дискретными преобразовани-
ями, в том смысле, что связывают две точки в пространстве вакуумов М-
теории, что неудивительно, поскольку они заданы дискретными внешними
автоморфизмами соответствующей алгебры U-дуальности. Рассмотрим те-
перь отдельный класс намбу–лиевой U-дуальности, представляющей собой
непрерывное (вообще говоря, многопараметрическое) преобразование фоно-
вого пространства. Для пуассон–лиевой Т-дуальности замечательным частным
случаем является т.н. янг–бакстерова деформация фонового пространства,
которая сохраняет интегрируемость двумерной сигма-модели, понимаемой
здесь в смысле построения пары Лакса. Интегрируемые деформации сигма-
моделей известны по крайней мере с 1981 года, когда И.В. Чередник в работе
[244] построил пару Лакса для однопараметрической деформации главной
киральной SU(2) сигма-модели. Ранее в работе [245] была получена пара
Лакса для любой главной сигма-модели с простой группой Ли. На основе
этих результатов в работе [246] 2008 года явным построением пары Лакса
была доказана интегрируемость янг–бакстеровой деформации главой кираль-
ной сигма-модели, то есть, такой деформации, которая задается r-матрицей,
решающей классическое уравнение Янга–Бакстера. С точки зрения прило-
жений к изучению симметрий пространства вакуумов теории струн особый
интерес представляет аналогичный результат для двумерной сигма-модели
на фоне пространства AdS5 × 𝕊5, в формулировке Мецаева–Цейтлинав. В ра-
боте [247] была показана интегрируемость такой сигма–модели, а позднее
в работе [14] описана однопараметрическая интегрируемая деформация. В
терминах фонового пространства решение AdS5×𝕊5 деформируется в некото-
рый фон, называемый сейчас ABF по первым буквам фамилий авторов работ
[248, 15], который не является решением уравнений супергравитации. Вместо
этого, такой фон решает уравнения так называемой обобщенной супергра-
витации [17]. Несложно заметить, что получение деформированных фоновых
пространств для струны деформацией сигма-модели и извлечением фоновых
полей является довольно трудоемким процессом, применимым по-видимому
только для сигма-модели на фактор-группе. Более общий метод деформации
решений уравнений супергравитации, применимый для произвольного фона,
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допускающего как минимум два вектора Киллинга, был предложен в работах
[249, 250, 251]. В предложенном подходе классическая r-матрица 𝑟𝑎𝑏 объеди-
няется с векторами Киллинга 𝑘𝑎𝑚 в бивектор β𝑚𝑛 = 1/2𝑟𝑎𝑏𝑘𝑎𝑚𝑘𝑏𝑛. Применяя
к фону, заданному метрикой 𝑔𝑚𝑛, преобразование, схожее по виду с отображе-
нием Зайберга–Виттена

𝑔−1 + β = (𝐺 + 𝐵)−1, (6.51)

получим деформированное фоновое пространство, заданное метрикой 𝐺𝑚𝑛 и
полем 𝐵𝑚𝑛. В работах [252, 253] было доказано, что такое преобразование
всегда отображает решение в решение, если 𝐼𝑚 ≡ ∇𝑛β𝑚𝑛 = 0. Дополни-
тельно, в работе автора с коллегой [253] был предложен систематический
подход к описанию таких бивекторных деформаций в терминах двойной тео-
рии поля. А именно, с точки зрения обобщенного репера преобразование
(6.51) может рассматриваться как переход от нижнетреугольной к верхне-
треугольной параметризации. При этом очевидно, что поскольку обобщенная
метрика не меняется, условие, что набор (𝐺𝑚𝑛,𝐵𝑚𝑛) удовлетворяет уравнениям
движения стандартной супергравитации эквивалентен тому, что обобщенная
метрика, параметризованная (𝑔𝑚𝑛,β𝑚𝑛), удовлетворяет уравнениям двойной
теории поля, при условии независимости от дуальных координат. Такая фор-
мулировка позволила автору с коллегами в работе [254] обобщить понятие
янг–бакстеровской бивекторной деформации решений 10-мерной супергра-
витации на некоторый класс тривекторных деформаций решений 11-мерной
супергравитации. Ниже в разделе 6.2.1 описана реализация три- и гекса-
векторных деформаций как намбу–лиевых преобразований, применимая для
групповых многообразий. В разделе 6.2.2 описан более общий подход, осно-
ванный на репараметризации обобщенной метрики SL(5) теории.
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6.2.1 Реализация поливекторных деформаций намбу–лиевыми
преобразованиями

Напомним, что реализация янг–бакстеровых деформаций струнного фо-
на в терминах пуассон–лиевой Т-дуальности задается матрицей вида

𝐶𝐴
𝐵 =

(︄
δ𝑏𝑎 0
𝑟𝑎𝑏 δ𝑎

𝑏

)︄
∈ O(𝑑,𝑑) , (6.52)

где 𝑟𝑎𝑏 удовлетворяет классическому уравнению Янга–Бакстера

𝑟𝑑𝑎 𝑟𝑒𝑏 𝑓𝑑𝑒
𝑐 + 𝑟𝑑𝑏 𝑟𝑒𝑐 𝑓𝑑𝑒𝑎 + 𝑟𝑑𝑐 𝑟𝑒𝑎 𝑓𝑑𝑒𝑏 = 0 , (6.53)

что является следствием требования сохранения структуры классического
дубля Дринфельда. При этом обобщенная метрика преобразуется линейно,
H𝐼 𝐽 → H ′𝐼 𝐽 = (𝑈H 𝑈𝑡)𝐼 𝐽, где

𝑈𝐼
𝐽 (𝑥) = exp

[︂
β𝑚𝑛𝑅𝑚𝑛

]︂
=

(︄
δ𝑛𝑚 0

β𝑚𝑛(𝑥) δ𝑚𝑛

)︄
, β𝑚𝑛 =

1
2𝑟

𝑎𝑏 𝑣𝑚𝑎 𝑣
𝑛
𝑏 , (6.54)

а 𝑣𝑚𝑎 обозначают компоненты лево-инвариантных векторных полей (векторы
Киллинга), удовлетворяющих [𝑣𝑎, 𝑣𝑏] = 𝑓𝑎𝑏

𝑐 𝑣𝑐 . Соответственно, такое преоб-
разование называется бивекторной деформацией.

Естественно обобщить такую деформацию на случай 11-мерных фоновых
конфигураций М-теории, используя матрицу 𝐶𝐴𝐵 вида

𝐶 = exp
[︂ 1
3!ρ

𝑎𝑏𝑐𝑅𝑎𝑏𝑐

]︂
exp

[︂ 1
6!ρ

𝑎1...𝑎6𝑅𝑎1...𝑎6

]︂
∈ E𝑛(𝑛) . (6.55)

Интересно, что такие тривекторные преобразования 11-мерных решений бы-
ли предложены в работе [254] автора с коллегами для произвольных решений,
обладающих минимум тремя векторами Киллинга. Интерпретация в терминах
намбу–лиевой U-дуальности была получена позднее в работе [231] для фоно-
вых конфигураций, представляющих собой групповые многообразия. Первые
нетривиальные примеры обобщенных янг–бакстеровых деформаций были по-
лучены автором с коллегой в работе [236] на основе подхода EDA. Здесь в угоду
связности изложения мы отойдем от исторического пути развития этих идей и
рассмотрим сначала реализацию поливекторных деформаций намбу–лиевыми
преобразованиями на примере конкретного решения.



234

Пусть E6(6) исключительная алгебра Дринфельда задана следующими
структурными константами:

𝑓24
1 = 1 , 𝑓34

2 = 1 . (6.56)
Параметризуя групповой элемент 𝑔 = exp[𝑤𝑇4] exp[𝑥𝑇1 + 𝑦𝑇2 + 𝑧𝑇3 +𝑢𝑇5 + 𝑣𝑇6] ,
получим для право-инвариантной 1-формы следующее выражение:

𝑟 = d𝑥 𝑇1 + d𝑦 (𝑇2 − 𝑤𝑇1) + d𝑧
(︁
𝑇3 − 𝑤𝑇2 + 𝑤2

2 𝑇1
)︁

+ d𝑤𝑇4 + d𝑢𝑇5 + d𝑣𝑇6 . (6.57)
Плоская метрика и соответствующая Риччи-плоская метрика на «внутреннем»
шестимерном пространстве имеют вид:

𝑔𝑎𝑏 =

©«

0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

ª®®®®®®®®®¬
, 𝑔𝑖 𝑗 =

©«

0 0 1 0 0 0
0 1 −2𝑤 0 0 0
1 −2𝑤 2𝑤2 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

ª®®®®®®®®®¬
. (6.58)

Поскольку внешняя метрика исключительной теории поля 𝔤µν выбрана по-
стоянной диагональной, а |det(𝑔𝑖 𝑗) | = 1, связанный с ней 5 × 5 блок 𝑔µν ≡
|det(𝑔𝑖 𝑗) |−

1
3 𝔤µν полной 11-мерной метрики тоже представлен постоянной диа-

гональной матрицей. Таким образом, начальный фон имеет вид
d𝑠2 = δµν d𝑦µ d𝑦ν + 𝑔𝑖 𝑗 d𝑥 𝑖 d𝑥 𝑗 . (6.59)

Пусть теперь матрица

𝐶 = e
1√
2 𝑅123−

√
2 𝑅456 e1

2 𝑅123456 , (6.60)
что продиктовано условием сохранения структуры исключительной алгебры
Дринфельда. Дуальная алгебра задается следующими структурными констан-
тами:

𝑓24
1 = 1 , 𝑓34

2 = 1 ,
𝑓2

156 =
√

2 , 𝑓3
256 =

√
2 .

(6.61)

Линейное преобразование обобщенной метрикиM′𝐼 𝐽 = (𝑈M 𝑈𝑡)𝐼 𝐽 , задается
матрицей, вообще говоря принадлежащей E6(6), и имеющей вид

𝑈 = e 1
3!Ω

𝑖1 𝑖2 𝑖3 𝑅𝑖1 𝑖2 𝑖3 eΩ123456 𝑅123456

= e
1√
2𝑅123−

√
2 (𝑅456+𝑦 𝑅156+𝑧 𝑅256) e1

2𝑅
1· · ·6

.
(6.62)
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Здесь три-вектор ρ𝑖1𝑖2𝑖3 и гекса-вектор ρ123456 определены соотношениями

Ω𝑖1𝑖2𝑖3 ≡ ρ𝑎1𝑎2𝑎3 𝑣𝑖1𝑎1 𝑣
𝑖2
𝑎2 𝑣

𝑖3
𝑎3 ,

Ω𝑖1···𝑖6 ≡ ρ𝑎1···𝑎6 𝑣𝑖1𝑎1 · · · 𝑣
𝑖6
𝑎6 ,

(6.63)

через компоненты постоянных ρ-тензоров

ρ123 =
1
√

2
, ρ456 = −

√
2 , ρ123456 =

1
2 , (6.64)

и лево-инвариантные векторы Киллинга начального решения заданы выра-
жениями

𝑣4 = 𝜕𝑤 + 𝑦 𝜕𝑥 + 𝑧 𝜕𝑦 , 𝑣𝑎 = 𝜕𝑎 (𝑎 ≠ 4). (6.65)

Результирующее деформированное решение уравнений 11-мерной супергра-
витации имеет вид:

𝑔µν = (1 + 𝑧2)1/3 δµν

𝑔𝑖 𝑗 = −
1

2(1 + 𝑧2)2/3

©«

0 0 4(1 + 𝑧2) 0 0 0
4 −4(2𝑤 + 𝑦𝑧) −2𝑧 0 0

4𝑤[4𝑦𝑧 + 2𝑤(1 − 𝑧2)] − 4𝑦2 2(2𝑤𝑧 − 𝑦) 0 0
1 + 2𝑧2 0 0

1 0
1

ª®®®®®®®®®¬
,

𝐶3 = −
√

2 d𝑥 ∧ d𝑦 ∧ d𝑧 − 1
√

2 (1 + 𝑧2)
[︁
𝑧 d𝑦 + (𝑦 − 2𝑤𝑧) d𝑧 + d𝑤

2
]︁
∧ d𝑢 ∧ d𝑣 ,

𝐶6 = − 1
4 (1 + 𝑧2) d𝑥 ∧ · · · ∧ d𝑢 .

(6.66)
Заметим, что за десять месяцев до публикации данного примера поли-

векторной деформации, в работе [156] были представлены поливекторные
деформации решения AdS4 × 𝕊7, полученные в рамках более общего подхода,
описанного ниже. Однако, впоследствии оказалось, что в отдельных найден-
ных примерах соответствующий ρ-тензор не является решением обобщенного
уравнения Янга–Бакстера, что не было проверено в работе [156] по причине
неизвестности последнего на тот момент. Таким образом, полученные автором
с коллегой решения можно считать первыми примерами поливекторных де-
формаций решений 11-мерной супергравитации. При этом, описанный выше
подход, являясь алгебраическим, имеет существенное ограничение в том, что
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применим только к групповым многообразиям. Ниже мы рассмотрим подход,
предложенный в [254] и, вообще говоря, еще ранее в [253], свободный от
этого ограничения.

6.2.2 Деформации произвольного решения

Бивекторные деформации

Обобщение преобразований намбу–лиевой и пуассон–лиевой ду-
альностей за пределы класса фоновых пространств, представленных
(фактор-)групповыми многообразиями в общем случае неизвестно, хотя опре-
деленный прогресс в этом направлении представлен работой [255]. Однако,
подмножество таких преобразований, соответствующих поливекторными
деформациям, может быть обобщено на любые фоновые пространства с до-
статочным количеством изометрий. Пусть начальный фон, который задан
метрикой 𝑔𝑚𝑛 = 𝑒𝑚

𝑎𝑒𝑛
𝑏η𝑎𝑏, полем Калба–Рамона 𝑏𝑚𝑛 и дилатоном φ, обладает

набором векторов Киллинга 𝑘α𝑚. Определим бивектор

β𝑚𝑛 = 𝑟αβ𝑘𝑚α 𝑘
𝑛
β, , (6.67)

где 𝑟αβ = −𝑟βα — постоянная матрица, и выберем базис генераторов 𝑇MN =

{𝑇𝑚𝑛,𝑇𝑚𝑛, 𝑇𝑚𝑛} группы дуальности O(𝑑,𝑑) в разложении по максимальной под-
группе GL(𝑑). Тогда преобразование (6.54) может быть записано в самом
общем виде как

𝐸′A
M = 𝑈MN𝐸A

N ,

𝑈 = exp
[︁
β𝑚𝑛𝑇𝑚𝑛

]︁
=

[︄
δ𝑚
𝑘
−β𝑚𝑙

0 δ𝑙𝑛

]︄
,

(6.68)

где мы воспользовались явным видом компонент генераторов в векторном
представлении:

(𝑇MN )KL =
1
2
(︂
ηMLδ

K
N − ηNLδKM

)︂
. (6.69)
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Замечательным наблюдением работы [256] было, что такие преобразования
фоновых полей (записанные, однако, в другом виде, см. ниже) переводят ре-
шение в решение, если постоянная матрица 𝑟αβ удовлетворяет уравнению

𝑓δε
[α𝑟β|δ|𝑟γ]ε = 0. (6.70)

Здесь 𝑓αβ
γ обозначают структурные константы алгебры изометрии началь-

ного фона [𝑘α,𝑘β] = 𝑓αβ
γ𝑘γ. Другими словами, 𝑟αβ является классической

(постоянной) матрицей Янга–Бакстера. В последующей работе автора [257]
это утверждение было полностью доказано для конфигураций с 𝑏𝑚𝑛 = 0 с
использованием формализма β-супергравитации. Предпочтительнее, однако,
более элегантный метод, основанный на флакс-формулировке двойной тео-
рии поля и наблюдении об инвариантности обобщенного флакса относительно
янг–бакстеровых деформаций [258].

Рассмотрим подробнее преобразование полей NS-NS сектора 10-мерной
супергравитации типа II при бивекторной деформации. Обобщенный репер
двойной теории поля 𝐸MA ∈ 𝑂(𝑑,𝑑) и соответствующая обобщенная метрика
HMN = 𝐸M

A𝐸NBHAB параметризуются репером 𝑒𝑚
𝑎 и полем 𝑏𝑚𝑛:

𝐸M
A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑒𝑎𝑚 0

−𝑒𝑙
𝑏
𝐵𝑙𝑚 𝑒𝑛

𝑏

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , HMN =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑔𝑚𝑛 − 𝑏𝑚𝑙𝑏𝑙𝑛 𝑏𝑚

𝑞

𝑏𝑛
𝑝 𝑔𝑝𝑞

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , (6.71)

где плоская метрика HAB = diag[η𝑎𝑏,η𝑐𝑑] имеет блочно-диагональный вид.
Преобразованный согласно (6.68) обобщенный репер и соответствующая ему
метрика принимают вид:

𝐸M
A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑒𝑎𝑚 + 𝑒𝑎𝑘β

𝑘𝑙𝑏𝑙𝑚 −𝑒𝑎
𝑘
β𝑘𝑛

−𝑒𝑙
𝑏
𝑏𝑙𝑚 𝑒𝑛

𝑏

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,
H ′MN =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑔𝑚𝑛 − 𝑏𝑚𝑙𝑏𝑙𝑛 − 2β(𝑚𝑙𝑏𝑛)𝑙 + 𝑏𝑚𝑙β𝑙 𝑝β𝑝𝑞𝑏𝑞𝑛 −β𝑚𝑞 + 𝑏𝑚𝑞 − 𝑏𝑚𝑙β𝑙𝑘β𝑘𝑞

−β𝑛𝑝 + 𝑏𝑛𝑝 − 𝑏𝑛𝑙β𝑙𝑘β𝑘𝑝 𝑔𝑝𝑞 − β𝑝𝑙β𝑙𝑞

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .(6.72)
Поскольку деформация 𝑈 ∈ O(𝑑,𝑑) преобразованная обобщенная метрика
принадлежит O(𝑑,𝑑). Более того, легко проверить, что

H ′ ∈ O(𝑑,𝑑)
O(𝑑) × O(𝑑) (6.73)
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при помощи следующего простого аргумента: если (6.73) верно, тоH ′MN мо-
жет быть параметризована некой новой деформированной метрикой 𝐺𝑚𝑛 и
полем Калба–Рамона 𝐵𝑚𝑛:

H ′MN =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐺𝑚𝑛 − 𝐵𝑚𝑙𝐵𝑙𝑛 𝐵𝑚

𝑞

𝐵𝑛
𝑝 𝐺𝑝𝑞

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , (6.74)

где индексы поднимаются и опускаются метрикой 𝐺𝑚𝑛. Получим преобразо-
вание

𝐺 + 𝐵 =

(︂
(𝑔 + 𝑏)−1 + β

)︂−1
, (6.75)

являющееся обобщением отображения Зайберга–Виттена между фоном от-
крытой и замкнутой струны. Действительно, считая 𝑏𝑚𝑛 = 0, 𝑔𝑚𝑛 — метрикой
открытой струны, а β𝑚𝑛 = Θ𝑚𝑛 — параметром некоммутативности, получаем
в точности стандартное отображение между фоном для открытой и фоном для
замкнутой струны. Следует отметить, что двойная теория поля в рассматрива-
емой формулировке является теорией для фоновых полей замкнутых струн, и
аналогия с отображением Зайберга–Виттена, по видимому, не является дале-
ко идущей. Справедливости ради заметим, что такие же отображения между
фоном для открытой и фоном для замкнутой мембраны появляются при рас-
смотрении поливекторных деформаций решений 11-мерной супергравитации
(см. ниже).

Преобразование (6.75) является сильно нелинейным и прямая проверка,
что уравнения супергравитации выполняются, оказывается исключительно
затруднительной. В работе [252] разложением в ряд по параметру деформа-
ции выполнение уравнений движения было проверено с точностью до второго
порядка. Подобное вычисление для двойной теории поля оказывается доволь-
но простым по причине линейности преобразований. Рассмотрим для этого
формулировку в терминах обобщенного флакса, который определяется через
скобку обобщенных реперов:

[𝐸A,𝐸B]M = FABC𝐸CM . (6.76)
Далее, с одной стороны обобщенный флакс F ′ABC, вообще говоря, преобра-
зуется нетривиально при действии (6.68). С другой стороны матрица 𝑈MN
действует только на пространственные индексыM,N , . . . , но не на индексы
репера A,B, . . . , а следовательно ковариантность преобразования требует

F ′AB
C = FABC . (6.77)
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Как было показано в [258] равенство действительно выполнено, если 𝑟αβ удо-
влетворяет классическому уравнению Янга–Бакстера (6.70). Таким образом,
бивекторная янг–бакстерова деформация связывает фоновые конфигурации,
соответствующие одному и тому же набору обобщенных флаксов. Это являет-
ся обобщением алгебраической формулировки, где деформация, реализован-
ная пуассон–лиевой дуальностью, соответствовала разным параметризациям
классического дубля Дринфельда. Разница в том, что FABC ≠const, и удо-
влетворяют не квадратичным условиям дубля Дринфельда, а уравнениям
движения двойной теории поля. Раскрывая обобщенный флакс в терминах
деформированной метрики и 𝐵-поля, получим, что последние удовлетворяют
уравнениям движения супергравитации.

Инвариантность второго обобщенного флакса FA двойной теории поля
накладывает т.н. условие унимодулярности 𝑟αβ 𝑓αβγ = 0. Название происходит
из того факта, что при таком условии сгенерированная дуальная алгебра �̃�

в тройке Манина оказывается унимодулярной. При этом, оказывается мож-
но рассматривать деформации, нарушающие условие инвариантности FA,
что приводит к фоновым пространствам, не удовлетворяющим уравнениям
супергравитации. Вместо этого они удовлетворяют уравнениям обобщенной
супергравитации [16, 17], которые оказываются более общим следствием
суперсвязей, накладываемых κ–симметрией струны Грина–Шварца, чем стан-
дартные уравнения супергравитации типа II. Кроме того, уравнения обобщен-
ной супергравитации можно получить специальным твистовым анзацем из
исключительной теории поля [259], или допусканием зависимости обобщен-
ного дилатона от дуальной координаты в двойной теории поля [260, 261].
Интересно, что в терминах бивектора условия янг–бакстеровости и унимоду-
лярности формулируются в виде равенства нулю 𝑅-флакса и следа 𝑄-флакса
соответственно:

𝑅𝑚𝑛𝑘 = 3β[𝑚|𝑙 |∇𝑙β𝑛𝑘] = 0,
𝑄𝑚

𝑚𝑛 = ∇𝑚β𝑚𝑛 = 0,
(6.78)

где ∇𝑚 — ковариантная производная, согласованная с начальной метрикой
𝑔𝑚𝑛. На момент написания настоящей диссертации не известно, имеет ли
данный факт глубокие причины или является лишь следствием разложения
обобщенного флакса по представлениям максимальной 𝔤𝔩(𝑑) подалгебры.

Для полноты исторического повествования рассмотрим подход, исполь-
зованный в [253] для доказательства того, что янг–бакстерово деформирован-
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ный фон удовлетворяет уравнениям супергравитации. Для этого рассмотрим
начальный фон с 𝑏𝑚𝑛 = 0. Тогда преобразованная обобщенная метрика

H ′MN =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑔𝑚𝑛 −β𝑚𝑞

−β𝑛𝑝 𝑔𝑝𝑞 − β𝑝𝑙β𝑙𝑞

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (6.79)

может пониматься, как альтернативная параметризация фактор-группы
O(𝑑,𝑑)/O(𝑑)×O(𝑑). Раскрывая уравнения двойной теории поля, следующие из
ковариантного действия вариацией по HMN , в терминах такой параметриза-
ции, получим уравнения на метрику 𝑔𝑚𝑛, параметр деформации β𝑚𝑛 и дилатон
φ, совпадающие с уравнениями β-супергравитации [154]. Пользуясь услови-
Рисунок 6.1 — Схематическое представление бивекторной янг–бакстеровой

деформации. Здесь 𝑏-параметризация относится к стандартной
параметризации обобщенной метрики, β-параметризация соответствует

верхнетреугольному виду репера.

𝑔𝑚𝑛,φ 𝑔𝑚𝑛,β
𝑚𝑛,φ 𝑔′𝑚𝑛, 𝑏

′
𝑚𝑛,φ

′

𝑏-парам.
решение

β-парам.
решение

𝑏-парам.
решение

условия на β𝑚𝑛

деформация open/closed

деформация Янга–Бакстера

ем, что начальный фон (𝑔𝑚𝑛,φ) удовлетворяет уравнениям супергравитации,
несложно свести оставшиеся уравнения на β𝑚𝑛 к уравнениям Янга–Бакстера
на 𝑟αβ. Схематично отношения между параметризациями и деформациями
представлены на Рис. 6.1.
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Тривекторные деформации

Преобразование (6.68) решений 10-мерной супергравитации может
быть теперь легко обобщено на случай решений 11-мерной супергравитацией
заменой ортогональной группы на исключительную E𝑑(𝑑). Базис генераторов
разложении по отношению к 𝔤𝔩(𝑑) подалгебре принимает теперь вид

𝑇M = {. . . , 𝑇𝑚1...𝑚6, 𝑇𝑚1...𝑚3, 𝑇𝑚𝑛, 𝑇𝑚1...𝑚3, 𝑇𝑚1...𝑚6, . . . }. (6.80)
Соответственно, в самом общем виде поливекторные деформации задаются
матрицей

𝐸′A
M = 𝑈MN𝐸A

N ,

𝑈 = exp
[︁
Ω𝑚1...𝑚3𝑇𝑚1...𝑚3 + Ω𝑚1...𝑚6𝑇𝑚1...𝑚6 + . . .

]︁
,

(6.81)

размер и конкретный вид которой зависит от выбранной группы дуальности.
Проиллюстрируем формализм на примере SL(5) теории. Пусть обобщенная
метрика задана в представлении 5:

M𝑀𝑁 = |𝑔7 |−1/14
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
|𝑔 |−1/2𝑔𝑚𝑛 𝑉𝑚

𝑉𝑏 |𝑔 |1/2(1 + 𝑉2)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ∈
SL(5)
SO(5) ×ℝ

+,

𝑉𝑚 =
1
3!

1
√
𝑔
ε𝑚𝑛𝑘𝑙𝐶𝑛𝑘𝑙,

(6.82)

где 𝑉2 = 𝑔𝑚𝑛𝑉
𝑚𝑉𝑛, общий фактор 𝑔7 = det 𝑔µν несет информацию о внеш-

ней семимерной метрике, а антисимметричный символ ε𝑚𝑛𝑘𝑙 задан условием
ε1234 = 1. Здесь мы используем ту же параметризацию, что и в [262]. Матрица
деформации тогда имеет следующий простой вид:

𝑈𝑀
𝑁 =

[︄
δ𝑛

𝑚 0
𝑤𝑛 1

]︄
, (6.83)

где 𝑤𝑚 = 1/3!ε𝑚𝑛𝑘𝑙Ω𝑛𝑘𝑙. Заметим, что матрица деформации не содержит мет-
рики, как и должно быть. Пусть теперь для простоты начальный фон является
чисто метрическим, т.е. 𝐶𝑚𝑛𝑘 = 0, тогда преобразованная обобщенная мет-
рика имеет вид

M′𝑀𝑁M𝐾𝐿𝑈
𝐾
𝑀𝑈

𝐿
𝑁 = |𝑔7 |−1/14

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
|𝑔 |−1/2(𝑔𝑚𝑛 +𝑊𝑚𝑊𝑛) 𝑊𝑛

𝑊𝑛 |𝐺 |1/2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , (6.84)
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где𝑊𝑚 =
√
𝑔 𝑤𝑚 — компоненты 1-формы. Следуя той же логике, что и ранее,

перепишем деформированную обобщенную метрику в 𝐶-параметризации, по-
скольку к изначальнымметрическим степеням свободы добавились компонен-
ты антисимметричного тензора Ω𝑚𝑛𝑘, которые однако стоят в «неправильных»
местах. Для «правильной» параметризации имеем:

|𝑔′7 |−
1
14

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
|𝑔′|−1/2𝑔′

𝑎𝑏
𝑉𝑎

𝑉𝑏 |𝑔 |1/2(1 + 𝑉2)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = |𝑔7 |−
−1
14

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
|𝑔 |−1/2(𝑔𝑎𝑏 +𝑊𝑎𝑊𝑏) 𝑊𝑎

𝑊𝑏 |𝑔 |1/2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,(6.85)
откуда получаем связь между начальным и деформированным фоновыми кон-
фигурациями. В отличие от 10-мерного случая формула не имеет такой же
простой вид, как отображение Зайберга–Виттена, в частности потому, что мем-
брана взаимодействует с 3-формой, а не 2-формой, и составить комбинацию,
подобную 𝑔 + 𝑏, нельзя. Вместо этого имеем следующие соотношения:

𝑔′µν = 𝐾−1/3𝑔µν,

𝑔′𝑚𝑛 = 𝐾2/3 (𝑔𝑚𝑛 ±𝑊𝑚𝑊𝑛) ,
𝐶′𝑚𝑛𝑘 = 𝐾Ω𝑝𝑞𝑙𝑔𝑚𝑝𝑔𝑛𝑞𝑔𝑘𝑙.

𝐾 =
(︁
1 + 𝑉2)︁−1

=
(︁
1 +𝑊2)︁−1

,

(6.86)

где𝑊2 = 𝑊𝑚𝑊𝑛𝑔
𝑚𝑛. Замечательным наблюдением является то, что соотноше-

ния выше оказываются преобразованием между фоновой метрикой и 𝐶-поля
для замкнутой мембраны и фоновой метрикой открытой мембраны и пара-
метром Ω, названным обобщенным параметром Θ в работах [212, 213]. В
работе [254] было высказано предположение (позднее доказанное в других
работах), что условие удовлетворения деформированным решением уравне-
ний 11-мерной супергравитации также сводится к равенству нулю 𝑅-флакса и
следа 𝑄-флакса для мембраны:

𝑅𝑚,𝑝𝑞𝑟𝑠 = Ω𝑚𝑛[𝑝∇𝑛Ω𝑞𝑟𝑠] ,

𝑄𝑚
𝑚𝑛𝑘 = ∇𝑚Ω𝑚𝑛𝑘,

(6.87)

где ∇𝑚 обозначает ковариантную производную, согласованную с начальной
метрикой 𝑔𝑚𝑛. Схематично связь между фоновой конфигурацией в Ω-, 𝐶-
параметризации и обобщенной деформацией Янга–Бакстера показана на Рис.
6.2. Так же как из условий (6.78) следует классическое уравнение Янга–
Бакстера на матрицу 𝑟αβ, из условий выше следует некоторое его обобщение
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Рисунок 6.2 — Схематическое представление тривекторной обобщенной
янг–бакстеровой деформации. Здесь 𝐶-параметризация относится к

стандартной параметризации обобщенной метрики, Ω-параметризация
соответствует верхнетреугольному виду репера.

𝑔µν,𝑔𝑚𝑛 𝑔µν,𝑔𝑚𝑛,Ω𝑚𝑛𝑘 𝑔′µν,𝑔
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обобщенная деформация ЯБ

для ρ-тензора:

6ραβ[γρδε|ζ| 𝑓αζη] + ρ[γδερη]αζ 𝑓αζβ = 0,
ραβγ 𝑓αβ

δ = 0.
(6.88)

Уравнение, которое эквивалентно первой строке выше, было получено в ра-
боте [231] из анализа SL(5) исключительной алгебры Дринфельда.

Особенный интерес здесь представляет квантовая версия обобщенного
уравнения Янга–Бакстера, то есть уравнение, классическим пределом кото-
рого оно является. В работе [234] была предложена подобная конструкция,
которая, однако, не является удовлетворительной по причине присутствия
дополнительных операторов перестановок и разных типов обобщенной кван-
товой 𝑅-матрицы. Учитывая, что речь идет о фоне М-теории, естественным
кандидатом на роль квантового уравнения является уравнение Замолодчикова
для тетраэдра, которое является условием факторизации S-матрицы для рас-
сеяния прямых струн. Напомним, что уравнение Янга–Бакстера аналогично
тому же условию для частиц. Однако, уравнение тетраэдра не имеет естествен-
ного классического предела, который можно было бы применить к уравнению
в виде, независящем от представления. В настоящее время вопрос поиска
квантового обобщенного уравнения Янга–Бакстера является открытым.
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Заключение

Основные результаты работы заключаются в следующем.
1. Построены теории (т.н. исключительные теории поля), предлагающие

формулировку одиннадцатимерной супергравитации ковариантную
относительно групп U-дуальности SL(5), SO(5,5), E6. Для теории с
группой симметрии E6 построено суперсимметричное обобщение. По-
казано, что можно выбрать решения условия проекции так, что
построенные теории эквивалентны стандартной одиннадцатимерной
супергравитации или десятимерной супергравитации типа IIB.

2. Построены редукции Шерка–Шварца скалярного сектора ис-
ключительных теорий поля с группами SL(5), SO(5,5), E6.
Продемонстрирована связь редуцированных теорий с калиброван-
ными супергравитациями в размерности 𝐷 = 7,6,5 в формализме
тензора погружения. Предложена интерпретация компонент тен-
зора погружения (калибрований) в терминах твистовых матриц и
геометрии обобщенного пространства.

3. Найдены решения полевых уравнений двойной теории поля, опи-
сывающие орбиту по действию группы Т-дуальности, содержащую
экзотические NS 5-браны в размерности 10. Для найденных решений
вычислены компоненты флаксов для смешанных потенциалов и по-
казано, что они генерируются экзотическими 5𝑏2-бранами с 𝑏 = 2,3,4.
Показано, что такие объекты локализуются в дуальном пространстве,
соответствующем модам намотки струн и мембран. Продемонстри-
рована связь такой локализации с непертурбативным вкладом от
инстантонов на мировом листе струны.

4. Построены действия для NS 5-бран, Dp-бран и экзотических бран
с натяжением 𝑔−3

𝑠 , ковариантные относительно преобразований
Т-дуальности. Построенные действия включают кинетическое DBI
действие (для NS 5-бран), действие Весса-Зумино, описывающее вза-
имодействие со смешанными потенциалами. Показано, что браны,
экзотические с точки зрения стандартной десятимерной суперграви-
тации, могут пониматься как стандартные браны особым образом
ориентированные в удвоенном пространстве.
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5. Предложен общий формализм описания деформаций решений
десятимерной и одиннадцатимерной супергравитации типа Янга–
Бакстера, основанный на подходе исключительной теории поля.
В рамках предложенного формализма доказано, что бивекторные
деформации, пропорциональные векторам Киллинга свернутым с
постоянной 𝑟-матрицей, генерируют решения уравнений суперграви-
тации, если выполняются классические уравнения Янга-Бакстера. На
примере бивекторных деформаций, не сводимых к бикиллинговому
анзацу, показано, что формализм описывает более широкий класс
деформаций, чем стандартный подход главной сигма-модели и сигма-
моделей фактор-пространств. В явном виде получены преобразования
фоновых полей 11-мерной супергравитации при тривекторных дефор-
мациях в рамках SL(5) теории.

6. Найден класс преобразований генераторов исключительной алгебры
Дринфельда, соответствующий внешнему автоморфизму алгебры U-
дуальности E𝑑(𝑑), сохраняющий ее структуру. Такие преобразования
генерируют дуальности решений 11-мерной супергравитации, являю-
щиеся обобщением неабелевой Т-дуальности 10-мерной теории. Най-
дены явные примеры таких неабелевых U-дуальностей, являющиеся
первыми примерами намбу–лиевой дуальности. Найдены примеры
поливекторных деформаций, реализованных намбу–лиевыми дуаль-
ностями.

Представленные результаты показывают, что разработанныйформализм
исключительной теории поля является исключительно мощным инструмен-
том изучения как пространства вакуумов М-теории, так и фундаментальных
объектов, в том числе, экзотических бран. В частности, на настоящий момент
в литературе можно встретить множество работ по построению самосогласо-
ванных редукций 11-мерной супергравитации, выполненных в формализме
обобщенных редукций Шерка–Шварца. На основе этого подхода в работах
[148, 149] был разработан метод т.н. калуца–кляйновской спектроскопии,
позволяющий строить спектр масс компактифицированной теории. На сто-
роне теории поля при голографической дуальности этот формализм позволяет
вычислять спектр защищенных и незащищенных операторов. Представляет
интерес приложение разработанного в диссертации формализма поливектор-
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ных деформаций к изучению ренормгруппового потока таких операторов с
гравитационной стороны.

Рассматривая самосогласованные модели струнной флакс компактифи-
кации, следует учитывать источники флаксов, которыми являются браны, в
том числе экзотические. Одним из подходов к построению моделей флакс
компактификаций является учет сокращения диаграмм головастиков при
помощи тождеств Бьянки. Для негеометрических схем редукции такие тож-
дества будут включать флаксы экзотических бран наряду со стандартными
бранами. В исключительной теории поля такие тождества проявляются в ви-
де соотношений на обобщенные флаксы, которые следуют из их определения
и трансформационных свойств относительно обобщенной производной Ли.
Задача нахождения всех тождеств Бьянки исключительных теорий поля пред-
ставляется заслуживающей внимания.

Особенно интригующим остается вопрос интерпретации обобщенного
уравнения Янга–Бакстера, как классического предела некоторого квантового
уравнения, описывающего интегрируемость трехмерных систем. Интуитив-
ные соображения указывают на то, что таковым должно быть уравнение
Замолодчикова, описывающее условие факторизации S-матрицы рассеяния
плоских струн, однако его классический предел плохо определен, и требуется
дополнительное исследование. Знание полного квантового уравнения позво-
лит ставить вопрос о построении аналога дринфельдовского твиста, который,
как было показано например в [263], позволяет строить деформированную
теорию поля. Предположительно, обобщенный твист будет полезен при по-
строении деформаций теорий, типа ABJM, описывающих динамику полей на
М2-бранах и их пересечениях.

Все представленные в диссертации примеры намбу–лиевой U-дуальности
в качестве начального фона имеют чисто метрическое пространство, задан-
ное групповым многообразием. Естественным стремлением будет обобщение
формализма на произвольные пространства с заданным набором изометрий.
В литературе представлен определенный прогресс в обобщении неабелевой Т-
дуальности за пределы фактор-групповых пространств (см. например [255]).
Автору интересным видится продолжение работы в данном направлении для
неабелевой U-дуальности и приложение к пространствам, имеющим извест-
ную голографическую интерпретацию. Известно, что неабелева Т-дуальность
позволяет генерировать пространства, голографически дуальные N = 1
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суперконформным теориям поля [264, 265]. Ожидается, что конструкция неа-
белевой U-дуальности, основанная на внешнем автоморфизме, описанная в
настоящей диссертации окажется полезной для приложения к суперконформ-
ным теориям, дуальным решениям 11-мерной супергравитации.

С математической точки зрения представляет интерес вопрос класси-
фикации исключительных алгебр Дринфельда и, соответственно, возможных
орбит намбу–лиевой U-дуальности. Для пуассон–лиевой Т-дуальности такая
классификация, основанная на классификации Бьянки трехмерных алгебр Ли
была представлена в работе [266] для шестимерных алгебр Дринфельда. Для
шестимерных исключительных алгебр Дринфельда классификация была най-
дена в работе [267]. Основываясь на классификации алгебр более высоких
размерностей, интересно получить классификацию соответствующих исклю-
чительных алгебр Дринфельда и сопоставить классы решений 11-мерной
супергравитации, дуальных (плюральных) друг другу.

В заключение автор выражает благодарность и большую признатель-
ность Ахмедову Э. Т. за помощь на самых ранних этапах изучения теоретиче-
ской физики; Патрину Е. В. за знакомство с современными математическими
методами; Берману Д. С. за руководство PhD диссертацией и введение в тему
дуальностей в теории струн и в М-теории. Автор благодарит всех своих коллег
за помощь в разработке результатов, представленных в диссертации, и вдох-
новляющие обсуждения, которые сделали данную работу возможной. Также
автор благодарит Каспера Питерса за создание программы компьютерной ал-
гебры Cadabra [268, 269]; создателей пакета LieART [270, 271]; и авторов
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ние, неоценимую помощь и поддержку во время подготовки результатов и
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