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Общая характеристика работы

Актуальность темы. В современной квантовой теории поля (КТП)
чрезвычайно возросло значение функциональных методов [1; 2]. Функцио
нальный подход в КТП основан на изучении производящих функционалов
для корреляторов квантовых полей, кодирующих всю информацию о
рассматриваемой модели теории поля. Они являются функционалами фо
новых полей, т.е. внешних источников, либо средних полей общего вида.
Использование функциональных методов в значительной мере обусловило
прогресс в изучении различных моделей КТП.

Более того, поскольку сама геометрия пространства-времени может
рассматриваться как такое фоновое поле, это открывает возможность для
развития подхода, в котором вначале строится КТП на фиксированном
классическом пространственно-временном фоне, а уже на следующем этапе
рассматривается обратное воздействие квантовых полей (как полей мате
рии, так и гравитонов) на классический искривленный фон, на котором они
живут [1; 3—5]. Хотя такой подход заведомо теряет свою применимость на
планковском масштабе, он важен как с практической, так и с общетеорети
ческой точки зрения. С практической — для изучения явлений, в которых
существенны как квантовые, так и гравитационные эффекты, но которые
далеки от планковского масштаба (например, физики массивных черных
дыр и ранних стадий космологической эволюции). С общетеоретической —
как необходимый шаг на пути построения полной квантовой гравитации.

Применение функциональных методов в КТП основывается на комби
нации двух основных идей: метода фонового поля и метода теплового ядра,
позволяющего эффективно описывать особенности квантово-полевых про
пагаторов и, далее, регуляризовать и перенормировать фейнмановские
интегралы.

В действительности сфера применимости метода теплового ядра вы
ходит далеко за рамки КТП. Можно сказать, что в настоящее время этот
метод является одним из ключевых и наиболее употребительных инстру
ментов всей современной математической физики, находящим широкий
спектр практических приложений — от физики твердого тела до ана
лиза рынков. С точки зрения чистой математики он глубоко связан с
теоремами об индексе, 𝐾-теорией, спектральной и некоммутативной гео
метриями и т.д. Это обусловило интенсивное развитие математического
направления в теории теплового ядра, основанного на развитой теории
псевдо-дифференциальных операторов [6] и использовании специальных
«свойств функториальности», начиная от ранних работ Адамара [7] и Ми
накшисундарама [8; 9] до своего полного развития у Сили [10] и Гилки
[11—18].

Поскольку метод теплового ядра интересует нас с точки зрения при
менений в КТП, нам ближе другой, физический подход, берущий свое
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начало от Фока [19], заметившего, что многие величины в квантовой теории
удобно представлять в виде интегралов по вспомогательной переменной
«собственного времени» 𝜏 , и Швингера [20], использовавшего это наблю
дение для перенормировки расходящихся фейнмановских интегралов. Но
подлинный прорыв в развитии метода произошел, когда ДеВитт [1], во-пер
вых, показал, что однопетлевое квантовое эффективное действие теории
на искривленном пространстве-времени может быть выражено через коэф
фициенты асимптотического разложения диагонали теплового ядра (когда
два аргумента теплового ядра совпадают 𝑥 = 𝑥′). Это приводит к локаль
ному градиентному разложению эффективного действия по производным
фоновых полей возрастающей размерности. Во-вторых, для минимальных
операторов 2-го порядка 𝐹 (∇) = 1̂□ + . . ., где □ = −𝑔𝑎𝑏∇𝑎∇𝑏, ДеВитт
предложил простой и эффективный способ вычисления коэффициентов
теплового ядра. Этот способ основан на использовании специального анза
ца, подсказанного квазиклассическим приближением и представляющим
собой внедиагональное (т.е. при несовпадающих аргументах 𝑥 ̸= 𝑥′) разло
жение теплового ядра по степеням собственного времени 𝜏 . Подстановка
этого анзаца в уравнение теплопроводности приводит к цепочке рекур
рентных соотношений, позволяющую последовательно находить пределы
совпадения коэффициентов.

Эти результаты ДеВитта лежат в основе большинства результатов
о (не)перенормируемости квантово-полевых моделей, их ренормгрупповом
поведении, аномалях и т.д., что обуславливает исключительню важность
метода теплового ядра — известного в физике ткаже как метод собственно
го времени или техника Швингера-ДеВитта — при анализе калибровочных
теорий и моделей модифицированной (супер)гравитации.

Метод Швингера-ДеВитта был успешно применен к полям низших
спинов и калибровочным теориям Янга-Миллса [21—23], лежащим в ос
нове современной Стандартной модели физики элементарных частиц, а
также к теории гравитации и супергравитации [24—26]. Обычная эйнштей
новская гравитация с действием, линейными по кривизне, как известно
[1], неперенормируема. Эта проблема решается путем введения в лагран
жиан теории членов с высшими производными — в простейшем случае
добавлением к действию членов, квадратичных по кривизне [27]. Такие
модифицированные модели также анализировались в рамках общего под
хода Швингера-ДеВитта. В частности, была изучена их асимптотическая
свобода [28; 29]. В рамках техники Швингера-ДеВитта изучались общие
свойства размерной и дзета-функциональной регуляризаций [24; 30], кон
формная аномалия различных конформно-инвариантных на классическом
уровне моделей в искривленном пространстве [31—34], вычислялось кван
товое среднее тензора энергии импульса в метрике общего вида и на
пространствах с различного вида симметриями [35—39], включая эффек
тивный потенциал на пространстве де Ситтера [40]. Перенормируемая и,
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в частности, свободная от вейлевской аномалии конформная суперграви
тация изучалась в [41; 42].

Хотя 𝑅2-гравитация служит основой предложенной Старобинским
модели космологической инфляции [43], наличие высших производных при
водит к появлению духов Остроградского и нарушению унитарности. Для
преодоления этой проблемы в последние годы большое внимание привлек
ли модели типа Хоравы-Лифшица [44], в которых удается одновременно
сохранить перенормируемость и унитарность ценой нарушения лоренц
инвариантности при высоких энергиях и которые также анализировались
методом Швингера-ДеВитта и его обобщений [45—47].

Существенная трудность состоит в том, что предложенный ДеВит
том способ вычисления коэффициентов теплового ядра непосредственно
применим только к минимальным операторам 2-го порядка. Поэтому ана
лиз моделей с вышими производными или неминимальным оператором
потребовал развития непрямых методов вычисления, с помощью которых
более сложный случай некоторым образом сводится к уже известному
девиттовскому. Их изложение, включая так называемый метод универсаль
ных функциональных следов, и применение к квантово-полевым моделям
содержатся в работе Барвинского и Вилковыского [48]. Также следует
выделить цикл работ Гусынина с соавторами [49—54], вычислявших коэф
фициенты теплового ядра с помощью преобразования Фурье. Дальнейшие
ссылки можно найти в обзорных работах [55—57].

Однако, хотя для моделей с высшими производными или немини
мальным волновым оператором непрямые методы позволяют получить
локальное градиентное разложение однопетлевого эффективного действия
в любом порядке по фоновой размерности, соответстующие вычисления
чрезвычайно трудны технически. Кроме того, непрямые методы дают ин
формацию о поведении теплового ядра только на диагонали (т.е. при
𝑥 = 𝑥′), что также недостаточно для потенциальных физических прило
жений — например, если мы захотим учесть вклады высших петель. В
связи с этим долгое время ощущалась потребность в некотором обобще
нии первоначального девиттовского подхода на этот более общий случай.
Однако предпринимавшиеся время от времени попытки некоторым обра
зом модифицировать девиттовский анзац, исходя из квазиклассического
приближения или других соображений (например, [58]), не увенчались
успехом.

Несмотря на это, главы 2 и 3 настоящей работы посвящены решению
именно этой стоящей долгое время задачи. Для минимальных операторов
высшего порядка 𝐹 (∇) = 1̂□𝜈 + . . ., при 𝜈 > 1, нам удалось получить
внедиагональное разложение теплового ядра, являющееся непосредствен
ным обобщением девиттовского анзаца. Отличие от классического случая
состоит двух моментах: во-первых, вместо обычной экспоненты в девит
товском анзаце наше разложение ведется по системе некоторых новых
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специальных функций гипергеометрического типа, которые мы назвали
«обобщенными экспонентами». Свойства этих функций, включая преоб
разование Меллина, связь с функциями Бесселя, замечательное правило
дифференцирования и довольно тонкий вопрос об их асимптотическом
поведении и его связи с квазиклассическим приближением, подробно изуче
ны в работе. Эти свойства обобщенных экспонент позволяют эффективно
манипулировать нашими обобщенными внедиагональными разложениями.
Более того, мы показываем, что выход за пределы диагонали теплового
ядра позволяет гораздо более гибко и эффективно использовать технику
интегральных преобразований, что, в частности, чрезвычайно упроща
ет доказательство «свойств функториальности» и позволяет по-новому
взглянуть на некоторые проблемы, связанные с дзета-функциональной ре
гуляризацией.

Второе ключевое отличие от классического метода ДеВитта состоит
в появлении в обобщенном внедиагональном разложении членов со сколь
угодно большими отрицательными степенями собственного времени 𝜏 . Все
эти члены исчезают в пределе совпадения и потому не видны на диагона
ли, однако отсутствие «дна» у системы внедиагональных коэффициентов
делает невозможным построение для них цепочки рекуррентных соотно
шений, аналогичной той, что возникает в методе ДеВитта. Несмотря на
это мы разработали сразу два различных алгоритма их получения — на
основе обобщенного преобразования Фурье в искривленном пространстве
и по теории возмущений — и реализовали эти алгоритмы в системе сим
вольных вычислений Wolfram Mathematica. Причем в некотором смысле
наши методы дают даже больше, чем классическая техника ДеВитта: если
последняя позволяет вычислять только пределы совпадения 𝑥 = 𝑥′ ко
эффициентов, то наши методы гененрируют замкнутые выражения для
коэффициентов при 𝑥 ̸= 𝑥′.

Резюмируя, хотя наш метод внедиагональных разложений пока
делает свои самые первые шаги, полученных к настоящему моменту ре
зультатов достаточно для того, чтобы без преувеличений заключить, что
его появление открывает новые перспективы как в исследовании теплового
ядра, так и в широком спектре его потенциальных приложений, включая
КТП и исследования моделей модифицированной гравитации.

Другая трудность связана с тем, что практически мы можем вы
числить только несколько самых первых членов локального градиентного
разложения по степеням фоновой размерности. По своим физическим
свойствам полученное таким образом локальное выражение может кар
динально отличаться от полного однопетлевого эффективного действия,
которое является существенно нелокальным функционалом. Поэтому воз
никает потребность некоторым образом учесть также вклад всех высших
членов градиентного разложения.
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Сделать это можно двумя способами: во-первых, можно проинтегри
ровать конформную аномалию по параметру конформного преобразова
ния, получив таким образом гененрирующее ее нелокальное аномальное
действие. В случае двух измерений эта процедура приводит к извест
ному нелокальному действию Полякова [59], причем, поскольку всякое
двумерное пространство локально является конформно-плоским, действие
Полякова по существу является полным эффективным действием и, по
этому, например, полностью определяет излучение Хокинга двумерных
черных дыр [36]. Для четырехмерья аналогичное аномальное действие
было получено в нелокальной форме Ригертом [60] и Фрадкиным и Цейт
линым [41] в локальной форме конформного действия Весса-Зумино,
включающего вспомогательное скалярное поле — дилатон. Нелокальность
этого аномального действия Ригерта-Фрадкина-Цейтлина (RFT) связана с
наличием в нем оператора, обратного к конформно-инвариантному опера
тору Паница 4-го порядка [61].

Вторым способом учета нелокальности является ковариантная тео
рия возмущений [62—66], в которой локальное градиентное разложение
частично пересумируется в ряд по степеням кривизны с нелокальными
формфакторами. Однако гененрируемые этим методом выражения с ти
пичными логарифмическими формфакторами по видимости находятся в
радикальном противоречии со структурой RFT-действия [67], что вызвало
длительную дискуссию в литературе между сторонниками двух подходов.

Помимо этого RFT-действие вызвало другую критику, связанную с
его противоречием конформным тождествам Уорда [68] и с двухполюсной
структурой функции Грина оператора Паница [69]. Хотя эти возражения
были опровергнуты явным вычислением ⟨𝑇𝑇𝑇 ⟩-корреляторов в [70], во
прос все еще остается открытым [71]. Тем не менее, существует твердое
убеждение [70; 72; 73], что инфракрасные эффекты конформной моды,
описываемой RFT-действием, в ряде случаев могут модифицировать гра
витацию и определять собой макроскопическую физику, в частности,
поведение квантового тензора энергии-импульса вблизи горизонта черной
дыры [74], вклад в скалярный сектор гравитационных волн [75] или дина
мическую вакуумную энергию в эффективной теории гравитации [76].

Все вышесказанное делает крайне актуальной задачу прояснения фи
зического статуса RFT-действия, что и является задачей глав 4 и 5. Для
этого мы замечаем, что аномальное действие определено лишь с точностью
до некоторого конформно-инвариантного функционала и показываем, что
этот произвол может быть параметризован с помощью процедуры фикса
ции конформной калибровки [77]. Мы подробно рассматриваем две такие
калибровки, одна из которых приводит к RFT-действию, а вторая связана
с конформным преобразованием, предложенным Фрадкиным и Вилковыс
ким [34], и приводит к другой форме нелокального действия, которую мы

7



называем FV-действием. Затем мы показываем, что FV-действие можно по
лучить в результате некоторой процедуры пересуммирования разложения
ковариантной теории возмущений, что разрешает проблему кажущегося
противоречия между двумя подходами.

Далее мы рассматриваем два важных физических приложения RFT
действия: вычисление вакуумного тензора энергии-импульса, где мы по
лучаем закон его конформного преобразования, обобщающий известную
формулу Брауна-Кэссиди для тензора энергии-импульса в конформно
плоском пространстве [39] на общий случай, и космологию с метрикой
Фридмана, определяемую конформной аномалией большого количества
конформно-инвариантных полей [78], которая уграет важную роль в мо
дели начальных условий инфляции [79; 80]. Наконец, в последнем разделе
главы рассматривается тесно связанная с вопросом нелокального эффек
тивного действия проблема о ренормгрупповом поведении гравитационной
𝐺 и космологической 𝛬 констант, которая в последнее время активно об
суждается в литературе [81—87].

Таким образом, целями данной диссертационной работы являются:

1. Получение внедиагонального разложения теплового ядра для
минимальных операторов высшего порядка, обобщающих стан
дартный девиттовский анзац для минимальных операторов 2-го
порядка.

2. Разработка алгоритмов вычисления внедиагональных коэффици
ентов теплового ядра.

3. Прояснение физического статуса аномального RFT-действия.

Для достижения поставленных целей необходимо было решить сле
дующие задачи:

1. Изучение свойств входящих в обобщенное внедиагональное раз
ложение «обобщенных экспоненциальных функций», в частности,
получение их экспоненциальных асимптотик в случае целых по
рядков 𝜈.

2. Развитие техники интегральных преобразований для получения
внедиагональных разложений для функций оператора.

3. Применение метода обобщенных преобразований Фурье в искрив
ленном пространстве к вычислению внедиагональных коэффици
ентов теплового ядра.

4. Реализация алгоритмов вычисления коэффициентов в системе
символьных вычислений Wolfram Mathematica и проверка их со
гласованности с ранее полученными результатами.

5. Рассмотрение функционального семейства аномальных действий,
получающихся с помощью фиксации конформной калибровки, про
верка согласия FV-действия с разложением ковариантной теории
возмущений.
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6. Вывод закона конформных преобразований тензора энергии
импульса на фоне произвольного искривленного пространства
времени.

Основные положения, выносимые на защиту:

1. Внедиагональное разложение теплового ядра для минимальных
операторов высшего порядка в виде двойного функционального
ряда по «обобщенным экспоненциальным функциям» с исчезаю
щими в пределе совпадения нетривиальными членами при сколь
угодно больших отрицательных степенях собственного времени.

2. «Обобщенная функториальность» — применение техники инте
гральных преобразований с учетом свойств «обобщенных экс
поненциальных функций» позволяет получить внедиагональные
разложения для широкого класса функций от оператора с одина
ковыми универсальными внедиагональными коэффициентами.

3. Два алгоритма вычисления внедиагональных коэффициентов теп
лового ядра — с помощью обобщенного преобразования Фурье в
искривленном пространстве и по теории возмущений. Явные вы
ражения пределов совпадения коэффициентов размерности 4 для
минимального оператора 4-го порядка общего вида.

4. Согласованность нелокального аномального RFT-действия с нело
кальным разложением по степеням кривизны в ковариантной
теории возмущений.

5. Закон конформного преобразования вакуумного тензора энер
гии-импульса, обобщающий известное локальное выражение
Брауна-Кэссиди в конформно-плоском пространстве на случай
общих пространств с ненулевым тензором Вейля. Параметр кон
формного преобразования конформно- и асимптотически-плоского
пространства в плоское является решением линейного уравнения
с оператором Паница и условиями Дирихле на бесконечности.

6. Вакуумная энергия Казимира конформных полей в статической
вселенной Эйнштейна выводится из аномального действия Ри
герта-Фрадкина-Цейтлина и тем самым определяется их конформ
ной аномалией.

7. Свойства нелокальных формфакторов эффективного действия в
перенормируемых моделях гравитации подтверждают известное
утверждение об отсутствии ренормгруппового бега у гравитаци
онной 𝐺 и космологической 𝛬 констант.

Научная новизна, достоверность и личный вклад автора.

Новизна рассматриваемых вопросов, а также достоверность полученных
результатов привели к значительному прогрессу в понимании структуры
теплового ядра для минимальных операторов высшего порядка и нелокаль
ного аномального действия. Все представленные в диссертации результаты
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являются оригинальными и получены автором лично или при его непо
средственном участии. Приведённые в диссертации результаты являются
актуальными, используются и развиваются как российскими, так и зару
бежными научными группами.

Научная и практическая значимость. Изучаемые в диссерта
ции проблемы представляют научный интерес в области теоретической и
математической физики. Впервые полученные внедиагональные разложе
ния для минимальных операторов высшего порядка проливают свет на
ряд вопросов об общей структуре и поведении теплового ядра: о причине
эффективности первоначального метода ДеВитта и неудач предыдущих
попыток его обобщения, о природе логарифмических по собственному
времени членов в разложениях диагонали теплового ядра и т.д. Также
метод может быть относительно легко обобщен на гораздо более широ
кий важный класс причинных операторов. Дальнейшее развитие метода, в
частности, более аккуратный учет свойств производных мировой функции
и тензора параллельного переноса, позволит создать более эффективные
алгоритмы вычисления коэффициентов теплового ядра и, следовательно,
вычисления и анализа эффективного действия сложных моделей КТП и
модифицированной гравитации, включая модели типа Хоравы-Лифшица,
что имеет большое практическое значение. Результаты, касающиеся ано
мального RFT-действия, вносят значительный вклад в дискуссию о его
физическом статусе и правомерности его применения в широком физиче
ском контексте, включающем физику черных дыр и построение моделей
космологической инфляции.

Апробация работы. Основные результаты работы опубликованы
в 4 [A1—A4] статьях в журналах, индексируемых Web of Science и Scopus.
Помимо этого, основные результаты диссертации докладывались на семи
наре ОТФ ФИАН и на международных конференциях “Models in Quantum
Field Theory” (MQFT-2022) в Санкт-Петербурге и “International Conference
on Particle Physics and Cosmology” (2023) в Ереване, Армения.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения,
5 глав, заключения и 2 приложений. Полный объем диссертации 160 стра
ниц текста, включая 6 рисунков и 0 таблиц. Список литературы содержит
166 наименований.

Содержание работы

Во введении обосновывается актуальность темы исследования и
приводится обзор научной литературы по изучаемым проблемам. Также
формулируются цели, задачи и защищаемые положения диссертации.

Первая глава носит вводный и вспомогательный характер. В ней
кратко описываются классические результаты, а также вводятся основные
понятия и обозначения, использующиеся в основной части диссертации.
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Разделы 1.1 и 1.2 появящены методам фонового поля и теплового яд
ра, соответственно. Затем в разделе 1.3 вводятся важные геометрические
объекты — мировая функция Синга 𝜎(𝑥,𝑥′), тензор параллельного перено
са вдоль геодезической ℐ̂(𝑥,𝑥′) и определитель Паули-Ван Флека-Моретт
∆(𝑥,𝑥′). В разделе 1.4 описывается предложенный ДеВиттом способ вы
числения коэффициентов теплового ядра для минимального оператора
второго порядка, основанный на использовании квазиклассического анзаца

�̂�𝐹 (𝜏 |𝑥,𝑥′) =
∆1/2(𝑥,𝑥′)

(4𝜋𝜏)𝑑/2
exp

(︂
−𝜎(𝑥,𝑥′)

2𝜏

)︂ ∞∑︁
𝑚=0

𝜏𝑚 · �̂�𝑚(𝐹 |𝑥,𝑥′),

и последовательном решении следующей из него цепочки рекуррентных
соотношений. Затем в разделе 1.5 обсуждается применение этих резуль
татов к вычислению эффективного действия теоретико-полевых моделей,
перенормировке ультрафиолетовых расходимостей и конформным анома
лиям. Последний раздел 1.6 посвящен важному классу моделей, волновой
оператор которых имеет порядок выше второго и/или не является мини
мальным. Описанный выше метод ДеВитта не применим к таким моделям,
что приводит к необходимости развития непрямых методов, таких, как ме
тод универсальных функциональных следов.

Вторая глава основана на работах [A1; A2] и посвящена детально
му изучению введенных нами «обобщенных экспоненциальных функций»
ℰ𝜈,𝛼(𝑧), являющихся ключевым ингредиентом при построении обобщен
ных внедиагональных разложений. В разделе 2.1 обсуждаются мотивация
и исходная идея нашего метода. В то время как вид асимптотического
разложения диагонали теплового ядра фиксируется размерными сообра
жениями, вне диагонали появляются новые размерные величины 𝜎 и 𝜎𝑎,
в результате чего в разложении могут появляться сколь угодно большие
отрицательные степени собственного времени 𝜏 в безразмерных комбина
циах 𝑧 = 𝜎/2𝜏1/𝜈 и 𝜎𝑎/𝜏1/2𝜈 . Поэтому a priori не может быть уверенности,
что эти множители изолируются в некоторых функциях, аналогичных
(4𝜋𝜏)−𝑑/2 exp(−𝜎/2𝜏) в девиттовском анзаце. Далее делается следующее
основное наблюдение: поскольку последняя функция представляет собой
не что иное, как тепловое ядро лапласиана □ = −𝑔𝑎𝑏∇𝑎∇𝑏 в плоском
𝑑-мерном пространстве, обобщение на случай минимальных операторов
высшего порядка естественно начать с нахождения точного теплового яд
ра степени лапласиана □𝜈 также в плоском пространстве. Обобщенные
экспоненты вводятся нами как специальные функции, стоящие на месте
обычных экспонент в этом тепловом ядре, после чего находится их разло
жение в ряд Тейлора

ℰ𝜈,𝛼(𝑧) =
1

𝜈

∞∑︁
𝑚=0

Γ
(︀
𝛼+𝑚
𝜈

)︀
Γ(𝛼+𝑚)

𝑧𝑚

𝑚!
.
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Очевидно, при 𝜈 = 1 они вырождаются в обычную экспоненту ℰ1,𝛼(𝑧) =
exp(𝑧), что обеспечивает согласованность рассмотрения. Однако в других
аспектах эти новые функции заметно отличаются от обычной экспоненты:
например, в то время как exp(−𝑧) монотонно убывает при 𝑧 → ∞, ℰ𝜈,𝛼(−𝑧)
убывают осциллирующим образом.

Обобщенные экспоненты ℰ𝜈,𝛼(𝑧) являются функциями «гипергео
метрического типа», точнее — специальным случаем так называемых
Ψ-функций Фокса-Райта и 𝐻-функций Фокса. Хорошо развитая теория
последних, кратко изложенная в приложении А, служит основой нашего
изучения свойств обобщенных экспонент в разделе 2.2. Основные свойства
ℰ𝜈,𝛼(𝑧), делающими манипулирование ими крайне эффективным, — это
простое правило дифференцирования

𝑑𝛽

𝑑𝑧𝛽
ℰ𝜈,𝛼(𝑧) = ℰ𝜈,𝛼+𝛽(𝑧)

и представление в виде интеграла Меллина-Барнса (иными словами, пря
мое и обратное преобразования Меллина)

ℰ𝜈,𝛼(−𝑧) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐶

𝑑𝑠 𝜀𝜈,𝛼(𝑠) 𝑧
−𝑠,

𝜀𝜈,𝛼(𝑠) =
Γ(𝑠)Γ

(︀
𝛼−𝑠
𝜈

)︀
𝜈Γ(𝛼− 𝑠)

=

∞∫︁
0

𝑑𝑧 𝑧𝑠−1ℰ𝜈,𝛼(−𝑧),

где контур интегрирования 𝐶 разделяет полюса гамма-функций, уходящие
направо и налево. Замыкание этого контура слева возвращает нас к исход
ному ряду Тейлора вблизи 𝑧 = 0, а замыкание справа дает ряд по 𝑧−𝜈

вблизи 𝑧 = ∞. Показано, что про 𝜈 > 1/2 первый ряд сходится всюду и
определяет целую функцию, а второй — является асимптотическим; при
0 < 𝜈 < 1/2 ситуация противоположна; в критическом случае 𝜈 = 1/2

обобщенная экспонента находится точно: ℰ1/2,𝛼(𝑧) = Γ(𝛼+1/2)
2
√
𝜋

(︀
1
4 − 𝑧

)︀1/2−𝛼
.

Помимо определения областей параметров 𝜈 и 𝛼, при которых обобщенные
экспоненты ℰ𝜈,𝛼(𝑧) хорошо определены, этот раздел также включает в се
бя ряд любопытных результатов об их связи с функциями Бесселя 𝐽𝛼(𝑧)
и Бесселя-Клиффорда 𝒞𝛼(𝑧).

Наиболее интересный случай целых значений параметра 𝜈 являет
ся выделенным, т.к. тогда все уходящие направо полюса гамма-функции
в числителе сокращаются с полюсами гамма-функции в знаменателе. В
силу этого при 𝑧 → ∞ функции ℰ𝜈,𝛼(−𝑧) убывают уже не степенным, а
экспоненциальным образом (что отражаает различие между локальными
дифференциальными и нелокальными псевдо-дифференциальными опера
торами). Вопрос о нахождении асимптотик обобщенных экспонент в этом
случае является довольно тонким и подробно разобран нами в разделе 2.3.
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Использованный нами метод позволяет последовательно находить члены
асимптотического разложения ℰ𝜈,𝛼(−𝑧) при 𝑧 → ∞, которые в первом по
рядке согласуются с выражениями, подсказываемыми квазиклассическим
приближением и методом перевала (а также позволяет решить непростой
вопрос о выборе перевальных точек и вкладах от них). С другой стороны,
функции, по которым ведется это разложение, являются сингулярными в
пределе совпадения 𝑧 → 0, что не позволяет использовать их для инте
ресующих нас приложений. Эти результаты объясняют неудачу попыток
применения квазиклассического приближения к операторам высших по
рядков и подтверждают вывод о необходимости использования точных
функций ℰ𝜈,𝛼(−𝑧), одинаково хорошо описывающих оба предела 𝑧 → ∞
и 𝑧 → 0.

Наконец, в разделе 2.4 свойства обобщенных экспонент используют
ся для нахождения внедиагонального разложения теплового ядра степени
опертора типа Лапласа �̂�𝜈(∇). Это делается с помощью следующего про
стого технического приема: вначале к известному девиттовскому анзацу
для оператора �̂�(∇) почленно применяется преобразование Меллина, что
приводит к адамаровскому разложению функции Грина для степени �̂�𝑠(∇)

�̂�𝐻𝑠(𝑥,𝑥′) =
1

(4𝜋)𝑑/2

∞∑︁
𝑚=0

Γ(𝑑/2−𝑚− 𝑠)

Γ(𝑠)

(︁𝜎
2

)︁𝑠+𝑚−𝑑/2

· �̂�𝑚(𝐻|𝑥,𝑥′).

Если затем к этому разложению почленно применить обратное преобра
зование Меллина, получим внедиагональное разложение теплового ядра
для степени �̂�𝜈(∇)

�̂�𝐻𝜈 (𝜏 |𝑥,𝑥′) =
𝜏𝑑/2𝜈

(4𝜋)𝑑/2

∞∑︁
𝑚=0

𝜏−𝑚/𝜈ℰ𝜈,𝑑/2−𝑚

(︁
− 𝜎

2𝜏1/𝜈

)︁
· �̂�𝑚(𝐻|𝑥,𝑥′).

Мы видим, что это разложение в функциональный ряд с теми же самыми
коэффициентами �̂�𝑚(𝐻|𝑥,𝑥′) является прямым обобщением стандартного
девиттовского анзаца с заменой обычной экспоненты на обобщенные. Пере
ход в нем к пределу совпадения 𝜎 → 0 воспроизводит известную формулу
Фегана-Гилки для диагональных коэффициентов теплового ядра степени
оператора, однако выход за пределы диагонали позволяет существенно
упростить ее вывод. Это является простейшим примером гораздо более об
щего явления «обобщенной функториальности», позволяющего с помощью
интегральных преобразований получать внедиагональные разложения для
широкого класса функций от операторов. Возникает желание использо
вать последнее разложение в качестве обобщения девиттовского анзаца для
общего минимального оператора высшего порядка. Однако нетрудно убе
диться, что его подстановка в уравнение теплопроводности не приводит к
непротиворечивой цепочке рекуррентных соотношений. Это означает, что
для операторов, не представимых в виде степени оператора типа Лапласа,
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внедиагональное разложение имеет более сложную форму, установление
которой требует привлечения новых методов.

Разработка этих методов составляет содержание третьей главы,
основанной на работе [A3]. В разделе 3.1 для этой цели используется ко
вариантный метод «обобщенного преобразования Фурье» в искривленном
пространстве. Его идея состоит в том, чтобы представить тепловое ядро
в виде интеграла

�̂�(𝜏 |𝑥, 𝑥′) =

∫︁
𝑑𝑑𝑘

(2𝜋)𝑑
exp(𝑖𝑘𝑎′𝜎𝑎′

) �̂�(𝜏,𝑘|𝑥,𝑥′)

от вспомогательной переменной импульса 𝑘 (являющегося кокасательным
вектором в точке 𝑥′), обеспечивающей дополнительную гибкость. В отли
чие от стандартного преобразования Фурье в плоском пространстве, это
представление не является обратимым и содержит в себе произвол, кото
рый устраняется после взятия интеграла по 𝑘. Мы используем естественное
представление дельта-функции в виде интеграла от тензора параллельно
го переноса

1̂𝛿(𝑥,𝑥′) =

∫︁
𝑑𝑑𝑘

(2𝜋)𝑑
exp

(︁
𝑖𝑘𝑎′𝜎𝑎′

)︁
ℐ̂(𝑥, 𝑥′),

что сразу же приводит к следующему выражению для «фурье-образа»

�̂�(𝜏,𝑘|𝑥,𝑥′) = exp
(︁
−𝜏 𝐹

(︀
∇𝑎 + 𝑖𝑘𝑏′𝜎

𝑏′

𝑎

)︀)︁
ℐ̂(𝑥, 𝑥′).

Нашей конечной целью является построение разложений по размерности
фоновых полей, однако в последнем выражении оператор с «удлиненной
производной» 𝐹 (∇𝑎 + 𝑖𝑘𝑏′𝜎

𝑏′

𝑎 ) содержит в себе безразмерную часть ℱ̂(𝑘),
получающуюся из старшего члена оператора заменой всех производных∇𝑎

на функции вида 𝑖𝑘𝑏′𝜎
𝑏′

𝑎 (это выражение в нашем формализме играет роль
более привычного главного символа). Его необходимо выделить и учесть
точно, поэтому мы ищем решение для «фурье-образа» в форме анзаца

�̂�(𝜏,𝑘) = exp
(︁
− 𝜏 ℱ̂

)︁
𝑇 (∇) ℐ̂,

где 𝑇 (∇) = 𝑇 (∇,𝜏,𝑘|𝑥,𝑥′) есть некоторый искомый оператор. Если мы раз
объем его на однородные части 𝑇𝑛,𝑙(∇), имеющие степень 𝑛 по 𝜏 и 𝑙 по
𝑘, для них можно построить разрешимую систему рекуррентных соотно
шений и последовательно вычислить эти операторы вплоть до требуемой
размерности. Затем остается лишь взять интеграл по вспомогательному
импульсу 𝑘. Для общего минимального оператора высшего порядка 2𝜈
это можно сделать, что приводит к следующему внедиагональному раз
ложению теплового ядра в двойной функциональный ряд по обобщенным
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экспонентам

�̂�𝐹 (𝜏 |𝑥,𝑥′) =
∆−1𝜏−𝑑/2𝜈

(4𝜋)𝑑/2

∞∑︁
𝑚=−∞

∞∑︁
𝑛≥𝑁𝑚

𝜏𝑚/𝜈 ℰ𝜈, 𝑑2+𝑛𝜈−𝑚

(︁
− 𝜎

2𝜏1/𝜈

)︁
· �̂�𝑚,𝑛(𝑥,𝑥

′),

где внедиагональные коэффициенты �̂�𝑚,𝑛(𝑥,𝑥
′) даются свертками некото

рых вспомогательных тензоров с рекуррентно вычисляемыми выражени
ями 𝑇𝑛,𝑙(∇)ℐ̂(𝑥,𝑥′) (в отличие от стандартного метода ДеВитта, метод
обобщенного преобразования Фурье позволяет получить не только их пре
делы совпадения, но и замкнутые выражения при 𝑥 ̸= 𝑥′). Мы показываем,
что предел совпадения этих коэффициентов зануляется при 𝑛 > 4𝑚 и что
их размерности положительны и растут вместе с 𝑚 и 𝑛. Поэтому в пределе
совпадения имеется лишь конечное количество членов при каждой степени
𝜏 , а внедиагональное разложение является эффективным как разложение
по размерности фоновых полей. Наиболее характерной чертой полученно
го разложения является появление в нем членов при сколь угодно больших
отрицательных степенях 𝜏 . Все эти члены исчезают в пределе совпадения,
но их наличие делает невозможным построение системы рекуррентных со
отношений непосредственно в координатном пространстве.

Основанный на методе обобщенного преобразования Фурье алгоритм
получения внедиагональных коэффициентов был реализован нами в си
стеме символьных вычислений Wolfram Mathematica с использованием
пакетов xAct и xTras. Результаты этих вычислений подробно обсуждаются
в разделе 3.2. Прежде всего мы воспроизводим нашим методом хорошо из
вестные результаты для минимального оператора 2го порядка. При этом
возникает проблема, связанная с тем, что наш метод генерирует члены
при сколь угодно больших отрицательных степенях 𝜏 , но в случае опе
ратора 2го порядка, как мы знаем из стандартного метода ДеВитта, их
нет. Наша гипотеза состоит в том, что все такие коэффициенты являются
«ложными», т.е. тождественно зануляются при 𝑥 ̸= 𝑥′ в силу неучтенных
соотношений, связывающих производные мировой функции 𝜎(𝑥,𝑥′) и тен
зора параллельного переноса ℐ̂(𝑥,𝑥′). Это предположение подтверждается
прямым вычислением нескольких первых коэффициентов. Далее, мы полу
чили также коэффициенты общего минимального оператора 4го порядка
до размерности 4. Ранее в литературе публиковались лишь выражения
для следа их пределов совпадения без учета членов третьего порядка по
производным и дивергентных членов, поэтому эти результаты являются су
щественно новыми. Объемные выражения, связанные с членами третьего
порядка, приведены в приложении Б.

Наконец, в разделе 3.3 наши выводы дополнительно подтверждают
ся развитием дополнительного метода, основанного на теории возмущений
над степенью оператора типа Лапласа. Согласно результатам раздела 2.4,
для последней внедиагональное разложение может быть получено с по
мощью приема с прямым/обратным преобразованием Меллина. Хотя для
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общего минимального оператора высшего порядка 2𝜈 это неверно, его во
всяком случае можно представить в виде 𝐹 (∇) = �̂�𝜈(∇) + �̂� (∇), где
�̂�(∇) есть оператор типа Лапласа, а �̂� (∇) — некоторая добавка. То
гда можно сформулировать теорию возмущений, позволяющую строить
внедиагональное разложение теплового ядра �̂�𝐹 (𝜏 |𝑥,𝑥′) как деформацию
невозмущенного теплового ядра �̂�𝐻𝜈 (𝜏 |𝑥,𝑥′), вызванную введением возму
щения �̂� (∇). Хотя этот метод основан на принципиально иной идее, он
также приводит к двойному функциональному ряду по обобщенным экс
понентам, совпадающему по форме с результатом метода преобразования
Фурье, включая наличие нетривиальных слагаемых при сколь угодно боль
ших отрицательных степенях 𝜏 .

Четвертая глава, основаная на работе [A5], посвящена обсуждению
физического статуса нелокального аномального действия Ригерта-Фрад
кина-Цейтлина (RFT). В разделе 4.1 рассматриваются два крайне важных
в конформной геометрии при 𝑑 = 4 объекта: плотность Θ4 размерности 4
(объединяющая в себе свойства топологической плотности Гаусса-Бонне 𝐸
и конформной 𝑄-кривизны Брансона) и связанный с нею оператор Паница
∆4 четвертого порядка

Θ4 =
√
𝑔
(︀
𝑅𝑎𝑏𝑐𝑑𝑅

𝑎𝑏𝑐𝑑 − 4𝑅𝑎𝑏𝑅
𝑎𝑏 +𝑅2 + 2

3□𝑅
)︀
,

∆4 =
√
𝑔
(︀
□2 + 2𝑅𝑎𝑏∇𝑎∇𝑏 +

2
3𝑅□+ 1

3 (∇
𝑎𝑅)∇𝑎

)︀
.

Они обладают следующими замечательными свойствами: при конформных
(вейлевских) преобразованиях метрики 𝑔𝑎𝑏 ↦→ 𝑒2𝜎𝑔𝑎𝑏 плотность Θ4 преоб
разуется линейно по параметру конформного преобразования, а оператор
∆4 является конформно-инвариантным

Θ̃4 = Θ4 + 4∆4𝜎, ∆̃4 = ∆4.

Из этих двух объектов и строится аномальное RFT-действие: если неко
торая теория имеет в искривленном пространстве-времени конформную
аномалию

⟨𝑇 𝑎
𝑎 ⟩ ≡ 2 𝑔𝑎𝑏√

𝑔

𝛿𝛤

𝛿𝑔𝑎𝑏
=

1

16𝜋2

(︀
𝛼𝑊 2 + 𝛽𝐸 − 𝛾□𝑅

)︀
,

где 𝑊 2 = 𝑊𝑎𝑏𝑐𝑑𝑊
𝑎𝑏𝑐𝑑 есть квадрат тензора Вейля, а константы 𝛼, 𝛽 и 𝛾

определяются составом полей теории, то интегрирование этой аномалии по
параметру конформного преобразования 𝜎 приводит к следующему выра
жению для генерирующей ее части эффективного действия

𝛤𝐴[𝑔] =
1

64𝜋2

∫︁
𝑑4𝑥

(︁
𝛼𝑊 2 + 𝛽

2Θ4

)︁ 1

∆ 4
Θ4 −

1

32𝜋2

(︁
𝛾
6 + 𝛽

9

)︁
Γ𝑅2 [𝑔],

где Γ𝑅2 [𝑔] =
∫︀
𝑑4𝑥

√
𝑔𝑅2. В разделе 4.2 мы формулируем основную про

блему, которая которая породила длительную дискуссию в литературе и
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которую мы разрешаем в этой главе: именно, что последнее выражение для
RFT-действия находится в видимом противоречии с разложением эффек
тивного действия по степеням кривизны с нелокальными формфакторами,
получаемым в рамках ковариантной теории возмущений. Это разложение
начинается с членов

𝛤ren =
1

32𝜋2

∫︁
𝑑𝑥

√
𝑔
[︁
− 𝛼𝑊𝑎𝑏𝑐𝑑 ln

(︁ □
𝜇2

)︁
𝑊 𝑎𝑏𝑐𝑑 − 𝛾

6𝑅
2
]︁
+𝑂(R3).

В этом выражении нет ничего похожего на оператор 4го порядка, точно
так же как в первом нет никаких логарифмических формфакторов. Наша
задача состоит в том, чтобы согласовать эти два подхода, выделив в нело
кальном разложении по степеням кривизны часть, которая порождала бы
конформную аномалию.

Эта задача решается в два шага: на одном мы некоторым образом
модифицируем аномальное действие, а на другом — разложение ковариант
ной теории возмущений. Вначале в разделе 4.3 мы стартуем с очевидного
наблюдения, что аномальная часть эффективного действия определена
лишь с точностью до конформно-инвариантного функционала. Этот про
извол может быть описан с помощью процедуры «фиксации конформной
калибровки», когда в каждой орбите конформной группы выбирается един
ственный представитель 𝑔𝑎𝑏, удовлетворяющий калибровочному условию
𝜒[𝑔] = 𝜒[𝑒−2Σ𝜒𝑔] = 0. Решение последнего уравнения дает параметр
конформного преобразования Σ𝜒[𝑔] от представителя 𝑔𝑎𝑏 к заданной мет
рике 𝑔𝑎𝑏. Тогда каждому выбору калибровки будет соответствовать свое
аномальное действие Γ𝜒[𝑔], исчезающее на калибровочной поверхности
Γ𝜒[𝑔] = 0. Два таких действия будут отличаться на конформно-инвариант
ный функционал и потому порождать одну и ту же аномалию. В частности,
RFT-действие задается выбором калибровки Ригерта-Фрадкина-Цейтлина
𝜒RFT[𝑔] = Θ̄4 = 0, ΣRFT = 1

4Δ4
Θ4. Однако для наших целей более удобной

оказывается калибровка Фрадкина-Вилковыского 𝜒FV[𝑔] = �̄� = 0,

ΣFV = − ln

(︂
1− 1

6

1

□+𝑅/6
𝑅

)︂
.

Мы показываем, что аномальные действия в RFT- и FV-калибровке сов
падают вплоть до третьего порядка по кривизне. На следующем шаге, в
разделе 4.4 мы также модифицируем разложение ковариантной теории воз
мущений, переходя от разложения по степеням скалярной кривизны 𝑅 и
тензора Риччи 𝑅𝑎𝑏 к более естественному с конформной точки зрения раз
ложению по степеням скалярной кривизны𝑅 и тензора𝑊𝑎𝑏, определяемого
по тензору Вейля

R = (𝑅𝑎𝑏, 𝑅) ↦→ R̃ = (𝑊𝑎𝑏, 𝑅),

𝑊𝑎𝑏 = − 2

□
∇𝑑∇𝑐𝑊

𝑐
𝑎𝑑𝑏.
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В этом случае полное эффективное действие 𝛤 можно разбить на две
части, такие, что в первую войдут все слагаемые, построенные исключи
тельно из 𝑊𝑎𝑏, а во вторую — все слагаемые, содержащие хотя бы одну
степень 𝑅:

𝛤 = 𝑊 + 𝛤𝑅.

Очевидно, на поверхности �̄� = 0 зануляется как аномальное FV-действие
𝛤FV, так и член 𝛤𝑅, откуда сразу же получаем следующее конформное
разложение эффективного действия

𝛤 [𝑔] = 𝛤FV[𝑔] +𝑊 [𝑔],

означающее что «риччевская» часть эффективного действия не является
независимой, а полностью определяется конформной аномалией и «вейлев
ской» частью. Поскольку конформная аномалия содержится в первых трех
порядках разложения по кривизне, правильность всех соотношений прове
ряется прямым вычислением. Этот результат полностью разрешает вопрос
о кажущемся противоречии между RFT-действием и разложением по сте
пеням кривизны. Помимо этого в главе обсуждается также ряд вопросов о
проблеме двойных полюсов, пространствах, не являющихся асимптотиче
ски плоскими, глобальных конформных преобразованиях и нулевых модах
оператора Паница и т.д.

Наконец, в заключительной пятой главе, основанной на работе [A5],
рассматриваются некоторые приложения аномального RFT-действия и
нелокального разложения по степеням кривизны. В разделе 5.1 рассмат
ривается закон конформных преобразований тензора энергии-импульса.
Поскольку вариации по метрике и конформному параметру коммутиру
ют, он определяется вариацией конформной аномалии по метрике. Или,
если мы определим действие в форме Весса-Зумино, как отклонение дей
ствия от конформно-инвариантного∆𝛤 [𝑔, 𝜎] = 𝛤ren[𝑔]−𝛤ren[𝑔], конформное
преобразование тензора энергии-импульса будет определаться вариацией
∆𝛤 [𝑔, 𝜎] по метрике

√
𝑔
⟨︀
𝑇 𝑎
𝑏

⟩︀
−
√
𝑔
⟨︀
𝑇 𝑎
𝑏

⟩︀
= 2𝑔𝑏𝑐

𝛿

𝛿𝑔𝑎𝑐
∆𝛤 [𝑔,𝜎].

Это выражение, очевидно, будет нелокально. В то же самое время, для кон
формно-плоских пространств большое значение имеет локальная формула
Брауна-Кэссиди для тензора энергии-импульса. Чтобы понять, как эта
формула возникает из существенно нелокального выражения, мы вначале
получаем преобразования тензора энергии-импульса непосредственно из
предела расходящейся части эффективного действия. Это приводит нас к
следующему обобщению формулы Брауна-Кэссиди на случай пространств

18



с ненулевым тензором Вейля:

√
𝑔
⟨︀
𝑇 𝑎
𝑏

⟩︀⃒⃒⃒ 𝑔
𝑔
= − 𝛼

4𝜋2

√
𝑔
(︀
�̄�𝑐𝑑 + 2∇̄(𝑐∇̄𝑑)

)︀(︀
𝜎�̄� 𝑎

𝑐𝑏𝑑

)︀
+

1

8𝜋2

√
𝑔
[︁
𝛽 (3)𝐻𝑎

𝑏 +
𝛼

18
(1)𝐻𝑎

𝑏 + 2𝛽𝑅𝑐𝑑𝑊 𝑎
𝑐𝑏𝑑

]︁ 𝑔

𝑔
,

где (1)𝐻𝑎
𝑏 и

(3)𝐻𝑎
𝑏 есть некоторые стандартные комбинации тензоров кривиз

ны. Здесь нелокальность содержится только в первом слагаемом, очевидно,
исчезающем для конформно-плоских пространств. Далее мы варьируем
действие Весса-Зумино и прямым вычислением показываем, что оно при
водит к тому же результату. Помимо этого в разделе также обсуждается
вопрос о связи минимального действия Весса-Зумино с 𝑎-теоремой.

В разделе 5.2 обсуждается случай конформно-плоского простран
ства времени и его приложение к интересной модели космологии,
определяющейся конформной аномалией большого количества кон
формно-инвариантных полей. При этом Вселенная с метрикой
Фридмана-Робертсона-Уокера (FRW) сначала конформно отображается
в статическую эйнштейновскую вселенную, а затем — в плоское про
странство. Это приводит к преобразованиям эффективного действия
конформных полей, выражающимся через нелокальное RFT-действие. В
частности, вакуумная энергия Казимира полностью определяется кон
формной аномалией

𝐸vac =
3

4

(︁
𝛽 − 𝛾

2

)︁
.

Заключительный раздел 5.3 носит дискуссионный характер и посвящен
связи нелокального разложения по степеням кривизны с ренормгрупповым
поведением теорий. Проведенное рассмотрение подтверждает сделанный в
литературе тезис об отсутствии ренормгруппового бега у гравитационной
𝐺 и космологической Λ констант. Обычно рассматриваемые ренормгруп
повые уравнения на них можно реинтерпретировать как преобразования
нелокальных формфакторов при квадратичных по кривизне инвариантах
(«высокоэнергетических партнеров»).

В заключении приведены основные результаты работы.

Заключение

Основные результаты работы состоят в следующем:
1. Для минимальных операторов высшего порядка на искривленном

пространстве-времени впервые получено внедиагональное разло
жение теплового ядра, являющееся прямым обобщением известно
го девиттовского анзаца для операторов типа Лапласа. Оно имеет
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вид двойного функционального ряда по «обобщенным экспонен
там» — некоторым новым спецфункциям гипергеометрического
типа. Отличительной особенностью этого внедиагонального разло
жения является наличие в нем исчезающих в пределе совпадения
членов при сколь угодно больших отрицательных степенях соб
ственного времени, что делает невозможным построение для
коэффициентов системы рекуррентных соотношений, аналогичой
той, которая возникает в методе ДеВитта.

2. Были подробно изучены свойства «обобщенных экспонент»
ℰ𝜈,𝛼(−𝑧): их представление в виде интеграла Меллина-Барнса,
правило дифференцирования, области определения, связь с функ
циями Бесселя и т.д. Интересно, что, в отличие от обычной
экспоненты, при 𝑧 → ∞ обобщенные экспоненты убывают не мо
нотонно, а ощиллирующим образом, имея степенную асимптотику
при незелых значениях порядка 𝜈 и экспоненциальную при целых
𝜈. В последнем случае нахождение асимптотического разложения
является нетривиальной задачей, но нами было показано, что в
этом случае ответ согласуется с квазиклассическим приближением
и методом перевала.

3. Показано, что выход за пределы диагонали теплового ядра вместе
со свойствами обобщенных экспонент открывает возможность для
очень эффективного использования техники интегральных преоб
разований. В частности, зная внедиагональное разложение для
некоторого оператора можно простым образом получить внедиаго
нальные разложения для любой его степени — что является далеко
идущим обобщением формулы Фегана-Гилки и «свойства функто
риальности».

4. На основе метода обобщенного преобразования Фурье в искрив
ленном пространстве-времени и теории возмущений разработано
два алгоритма для получения замкнутых выражений для внедиа
гональных коэффициентов теплового ядра вне предела совпадения
в виде сверток коэффициентов оператора с производными мировой
функции Синга и тензора параллельного переноса. Соответству
ющие вычисления являются очень объемными и могут быть
осуществлены только с применением современных систем символь
ных вычислений. Оба алгоритма были реализованы в системе
Wolfram Mathematica, была проверена согласованность нашего
метода с техникой ДеВитта, а также вычислены коэффициен
ты для минимального оператора 4-го порядка общего вида. При
этом выяснилось, что в силу дополнительных соотношений, су
ществующих между производными мировой функции и тензора
параллельного переноса некоторые коэффициенты, генерируемые
нашими методами, тождественно исчезают, а для оператора типа
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Лапласа исчезают все члены при отрицательных степенях соб
ственного времени. Именно это обстоятельство лежит в основе
эффективности первоначальной техники ДеВитта.

5. Нами был рассмотрен широкий класс аномальных действий,
получающихся в результате процедуры фиксации конформной
калибровки, и два выделенных представителя этого класса —
аномальные дейсствия Ригерта-Фрадкина-Цейтлина (RFT) и
Фрадкина-Вилковыского (FV), отличающиеся на некоторый кон
формно-инвариантный функционал. Далее было показано, что
FV-действие может быть получено некоторым пересуммировани
ем нелокального разложения ковариантной теории возмущений
по степеням кривизны. Эти результаты ставят точку в длитель
ной дискуссии о кажущемся противоречии между структурой
RFT-действия и разложения ковариантной теории возмущений.

6. Аномальное RFT-действие было использовано нами для вывода
закона конформного преобразования вакуумного тензора энер
гии-импульса на искривленном пространственно-временном фоне.
Этот результат является обобщением известного локального вы
ражения Брауна-Кэссиди для тензора энергии-импульса в кон
формно-плоском пространстве на случай пространств с ненулевым
тензором Вейля.

7. Приложение идей ренормгруппы к ковариантному нелокально
му разложению эффективного действия по степеням кривизны
пространства-времени показало, что космологическая и гравита
ционная константы не подлежат бегу в силу их природы «голо
вастиков», в то время как дополнительный ренормгрупповой бег
квадратичных по кривизне инвариантов — партнеров космологи
ческого и эйнштейновского членов — возникает как метаморфоза
якобы «бегущих» космологической и гравитационной констант.

Метод внедиагональных разложений теплового ядра может быть
относительно легко обобщен на гораздо более широкий важный класс неми
нимальных операторов — так называемые причинные операторы. Также
могут быть существенно усилены результаты, касающиеся «обобщенной
функториальности» и использования техники интегральных преобразова
ний. Эти задачи будут решены в дальнейших статьях, готовящихся к
публикации. Другим важным направлением исследований должно стать
улучшение полученных внедиагональных разложений путем детального
учета соотношений, существующих между обобщенными экспонентами,
также как между производными мировой функции и тензора параллель
ного переноса. Автор надеется, что дальнейшая работа области изучения
внедиагональной структуры теплового ядра приведет к созданию новых,
гораздо более эффективных алгоритмов вычисления его коэффициентов,
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что крайне важно для анализа сложных моделей модифицированной гра
витации, включая модели типа Хоравы-Лифшица.
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